
for
matematik p� B-niveau i hf

2013 Karsten Juul



TEST

1  Stikpr�ver................................................................................................... 1
1.1  Hvad er populationen?................................................................... 1
1.2  Hvad er stikpr�ven?....................................................................... 1
1.3  Systematiske fejl  ved valg af stikpr�ven. ..................................... 1
1.4  Tilf�ldige fejl ved valg af stikpr�ven........................................... 1

2  Hvad er sandsynlighed? ............................................................................. 2
2.1  Eksempel........................................................................................ 2
2.2  Eksempel. ...................................................................................... 2

3  Test af hypotese.......................................................................................... 2
3.1  Signifikansniveau. ......................................................................... 2
3.2  Hvorn�r har vi vist noget med en test? .......................................... 2

4.  Test for uafh�ngighed i  22 tabel. .......................................................... 2
4.1  S�dan udregner vi forventede tal. ................................................. 3
4.2  S�dan udregner vi  2 .................................................................... 3
4.3  S�dan udregner vi  p. ..................................................................... 4
4.4  Hvordan kan vi skrive konklusionen? ........................................... 4
4.5  Misforst� ikke procenterne. ........................................................... 4

FORDELINGER

5  Normalfordeling. Grafen viser tallenes fordeling ..................................... .5
6  Nogle regler om grafer. .............................................................................. 5
7  Normalfordeling. Tal der er mere spredt.................................................... 6
8  Normalfordeling. Forskydning af tallene. .................................................. 6
9  Normalfordeling. Middelv�rdi og spredning ............................................ 7

9.1  Hvad er middelv�rdi og spredning for normalfordelte tal? .......... 7
9.2  68,3 % af tallene fra figur 1. .......................................................... 7
9.3  68,3 % af tallene fra figur 5. .......................................................... 7
9.4  68,3 % af normalfordelte tal........................................................... 7

10  Normalfordeling. En anvendelse.............................................................. 8
11  2-fordeling. ............................................................................................. 8
12  Forskrift for g. ......................................................................................... 9

Statistik for matematik p� B-niveau i hf
� 2013 Karsten Juul

Dette h�fte kan downloades fra  www.mat1.dk

H�ftet m� benyttes i undervisningen hvis l�reren med det samme sender en 
e-mail til  kj@mat1.dk  som oplyser at dette h�fte benyttes (skriv hele titlen 
og �rstal), og oplyser hold, niveau, l�rer og skole.



Statistik for matematik pÄ B-niveau i hf Side 1 2013 Karsten Juul

TEST

1 StikprÄver.
Nogen p� et gymnasium mener at der er forskel p� hvad piger og drenge mener om et 
bestemt sp�rgsm�l. For at undes�ge denne hypotese, sp�rger vi nogle piger og drenge.

1.1 Hvad er populationen?
De ting eller personer som vi vil p�st� noget om, kaldes populationen.

Er det alle personer i europa som nu er mellem 10 og 20 �r?
Er det alle elever p� vores gymnasium?
Eller?

N�r vi laver en statistisk unders�gelse, skal vi skrive en pr�cisering af
hvad det er for en population vi vil pÅstÅ noget om.

1.2 Hvad er stikprÄven?
Vi unders�ger kun en lille del af hele populationen.
De personer vi f�r et svar fra (eller de ting vi unders�ger), kaldes stikpr�ven.

N�r vi laver en statistisk unders�gelse, skal vi skrive en pr�cisering af
hvordan vi har valgt stikprÄven.

Det er IKKE nok at skrive:
”Vi har spurgt 47 elever p� vores gymnasium.”

Det er nok at skrive
”Den 20. februar mellem kl. 8:50 og 9:10 spurgte vi de 47 elever der sad p� 
gangen, og vi fik svar fra dem alle. 10 af drengene og 8 af pigerne var fra 3g FY, 
13 af drengene og 16 af pigerne var fra 3g Fy.”

eller
”Den 20. februar kl. 8:50 sendte vi en besked til alle elever p� skolen. Stikpr�ven 
er de 47 elever der svarede inden kl. 10:00 den 22. februar.”

Disse to beskrivelser af en indsamling af stikpr�ve er s� grundige at l�seren kan se om
der er grund til tro at der kan v�re systematiske fejl.

1.3 Systematiske fejl ved valg af stikpr�ven.

Eksempel 1
Population: Eleverne p� vores gymnasium.
Stikpr�ve: Eleverne i en sproglig klase.
Her kan vi have lavet en systematisk fejl ved valg af stikpr�ven, for det kan v�re 
at en bestemt holdning oftere er blandt sproglige end blandt andre.

Eksempel 2
Hvis vi sp�rger elever pr. e-mail, og mange ikke svarer, s� kan vi have lavet en 
systematisk fejl, for det er m�ske is�r elever med en bestemt holdning der svarer.

1.4 TilfÇldige fejl ved valg af stikpr�ven.
Selv om vi v�lger stikpr�ven tilf�ldigt blandt hele populationen,
er det ikke helt sikkert at den ligner populationen.

Det kan f.eks. v�re at vi tilf�ldigt har f�et for mange ja-sigere med i stikpr�ven.

Det er muligheden for tilf�ldige fejl vi besk�ftiger os med n�r vi udregner tallet
p.
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2 Hvad er sandsynlighed?
2.1  Eksempel.

At sandsynligheden for at vinde  = 25%
betyder at vi vinder 25% af gangene.

2.2 Eksempel.
At sandsynligheden for at en pose har 3 eller flere defekte = 4 %
betyder at 4 % af poserne har 3 eller flere defekte.

3 Test af hypotese.
3.1  Signifikansniveau.

Hypotese: Halvdelen af brikkerne er gule.

Vi tager en stikpr�ve for at teste hypotesen.
Vi f�r en stikpr�ve der ligger langt fra hypotesen.
Vi udregner at hvis hypotesen er rigtig,

s� er sandsynligheden kun 3 %
for at f� en stikpr�ve der ligger s� langt eller l�ngere fra hypotesen,

Hvis 3 % er mindre end det valgte signifikansniveau, s� forkaster vi hypotesen.
Hvis vi har valgt   signifikansniveau  =  5 % ,   s� forkaster vi da  3 % < 5 %.
Hvis vi har valgt   signifikansniveau  =  1 % ,   s� forkaster vi ikke da  3 %  1%.

3.2 HvornÅr har vi vist noget med en test?
Kun n�r vi forkaster en hypotese, har vi vist noget.

Hvis vi ikke forkaster hypotesen, har vi IKKE vist at hypotesen sandsynligvis er rigtig.
Dette skyldes at der altid er flere indbyrdes modstridende hypoteser som ikke forkastes 
af stikpr�ven.

4.  Test for uafhÇngighed i 22 tabel.
Vi vil teste om piger og drenge har samme holdning til et sp�rgsm�l.

Hypotese: Andelen der siger ja, er ens for piger og drenge.

Hypotesen er alts� at svaret er uafh�ngigt af om det er en pige eller en dreng.

I den slags test vi laver her, g�lder altid:  Hypotesen er at noget er ens.

Vi v�lger:       signifikansniveau   =   5 %

Nogle tilf�ldigt udvalgte elever f�r stillet samme sp�rgsm�l.
De svarede s�dan:

Faktiske tal ja nej
piger 87 46
drenge 71 21
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4.1 SÅdan udregner vi  FORVENTEDE TAL.
For at teste hypotesen, udregner vi f�rst noget vi kalder de forventede tal, dvs. hvordan
svarene skulle v�re fordelt mellem de fire felter hvis ja-andelen i tabellen skulle v�re 
ens for piger og drenge.

For at kunne udregne de forventede tal udregner vi f�rst f�lgende tal:

Antal piger: 1334687 
Antal drenge: 922171 
Antal ja-sigere: 1587187 
Antal nej-sigere: 672146 
Antal piger og drenge: 22592133 

Disse tal skriver vi i et skema:

ja nej i alt
piger 133
drenge 92
i alt 158 67 225

I tabellen med forventede tal skal andelen af ja-sigere v�re den samme for piger og 
drenge, s� da 158 af de 225 elever svarede ja, skal vi i denne tabel skrive at 225

158 af de 
133 piger svarede ja:

forventet antal ja-svar fra piger: 40,93133 225
158 

forventet antal nej-svar fra piger: 60,3940,93133 

forventet antal ja-svar fra drenge: 60,6440,93158 

forventet antal nej-svar fra drenge: 40,2760,6492 

Her er de fire forventede v�rdier skrevet ind i skemaet:

Forventet ja nej i alt
piger 93,40 39,60 133
drenge 64,60 27,40 92
i alt 158 67 225

4.2 SÅdan udregner vi 2 .

2 er et tal der udtrykker
afstanden mellem de faktiske tal   og de forventede tal .

For hvert af de fire felter udregner vi

forventet
forventetfaktisk 2)( 

Ved at l�gge disse fire tal sammen f�r vi tallet  2 som er afstanden mellem de faktiske 
tal og de forventede tal:

40,27
)40,2721(

60,64
)60,6471(

60,39
)60,3946(

40,93
)40,9387(χ

2222
2 












60,3χ2 

Symbolet 2 l�ses s�dan:     ki i anden
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4.3 SÅdan udregner vi  p.

Ovenfor udregnede vi at afstanden mellem faktiske og forventede tal er 60,3χ2  .

Tallet  p er sandsynligheden hvis hypotesen er rigtig,
for at afstanden er 3,60 eller st�rre.

Vi kan f� Nspire til at udregne  p ved i beregningsmenuen at v�lge
Statistik / Fordelinger / 2 Cdf... og udfylde s�dan:

P� Nspire-lommeregneren kan vi skrive   ved hj�lp af -tasten.
P� computeren skriver vi infinity i stedet for   da det p� computeren ikke er muligt at 
bruge tegnpaletten i 2-vinduet (med mindre vi har valgt  Vis / HÄndholdt ).

Vi f�r p = 5,8 % .

4.4 Hvordan kan vi skrive konklusionen?
Da sigifikansniveauet er 5 % ,  og  p ikke er mindre end 5 % , kan vi ikke forkaste 
hypotesen.

Stikpr�ven giver ikke bel�g for at h�vde at andelen der siger ja, 

er forskellig for piger og drenge.

4.5 MisforstÅ ikke procenterne.
5,8 %  er IKKE sandsynligheden for at hypotesen er rigtig.

94,2 %  er IKKE sandsynligheden for at hypotesen er forkert.

De  5,8 % er udregnet under den foruds�tning at hypotesen er rigtig
og er sandsynligheden for at f� en stikpr�ve hvis afvigelse fra hypotesen
er s� stor som eller st�rre end afvigelsen i den stikpr�ve vi fik.
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FORDELINGER

5 Normalfordeling. Grafen viser tallenes fordeling.
Vi har anbragt ti millioner tal p� en tallinje.

P� figuren har vi tegnet nogle f� af disse tal som prikker.
Disse f� af tallene har vi valgt s�dan at de giver et 
indtryk af hvordan alle de ti mio. tal er fordelt.

Vi ser at de ti mio. tal er fordelt s�dan:
– Der er mange i midten.
– De ligger symmetrisk om midten.
– Der bliver f�rre jo l�ngere vi kommer v�k fra midten.

Vi har tegnet grafen for funktionen

Denne funktion viser hvordan vi har fordelt tallene:

Den procentdel af tallene der ligger i et interval,
er lig arealet under grafen i dette interval.

Grafen for f er alts� et slags afrundet histogram.

207,0)(arealGr�t 
5,1

6,0
  dxxf udregnet pÄ Nspire

Der er alts� %7,20 af tallene der ligger i intervallet 5,16,0  x . Hele arealet under grafen
er  %1001  .

Hvis vi mange gange udpeger et tilf�ldigt af tallene, s� vil vi 20,7 % af gangene f� et tal i 
intervallet 5,16,0  x , dvs. sandsynligheden for at f� et tal i dette interval er 20,7 % .

6  Nogle regler om grafer.
Vi ser p� en funktion g der er positiv (dvs. grafen ligger over x-aksen) og et positivt tal k.

N�r vi i forskriften for g erstatter x med  ,  s� vil grafen blive strakt i vandret retning s� alle 
grafpunkters afstand til y-aksen bliver ganget med k . Arealet mellem x-akse og graf for
er alts� k gange arealet mellem x-akse og graf for )(xg .
Hvis k er under 1, bliver grafen trykket sammen i vandret retning.

N�r vi dividerer forskriften for g med k , s� bliver grafen trykket sammen i lodret retning s� 
alle grafpunkters afstand til x-aksen bliver divideret med k . Arealet mellem x-aksen og 
grafen for er alts� lig arealet mellem x-aksen og grafen for )(xg .

N�r vi i forskriften for en funktion erstatter x med mx , s� forskydes grafen m enheder 
mod h�jre. Hvis m f.eks. er  –3 ,  bliver grafen alts� forskudt 3 enheder mod venstre. Grafen 
for )(1

k
mx

k g  fremkommer alts� ved at grafen for forskydes m enheder mod h�jre.

207,0

Figur 1

Figur 2

k
x

)( k
xg

)(1
k
x

k g

)(1
k
x

k g

2
2

e
π2

1)(
x

xf



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7 Normalfordeling. Tal der er mere spredt.
)(xf er stadig funktionen fra afsnit 5. Grafen for )(xf str�kker vi i vandret retning med 

faktoren 2, og i lodret retning med faktoren 2
1 . S� fremkommer grafen p� figur 3. If�lge afsnit 

6 er dette grafen for )( 22
1 xf , og arealet mellem x-aksen og grafen vil v�re 1. Hvis vi 

anbringer ti millioner tal p� x-aksen s� de er fordelt som denne graf viser, s� vil disse tal ligge 
dobbelt s� spredt som tallene fra afsnit 5.  P� figuren er nogle f� af tallene angivet som prikker 
for at give et indtryk af hvordan de er fordelt.

F.eks. g�lder (se figur 4):

207,0)(arealGr�t 
0,3

2,1 22
1   dxf x

dvs. 20,7 % af tallene ligger mellem 1,2 og 3,0.

8 Normalfordeling. Forskydning af tallene.

Figur 3 viser grafen for )( 22
1 xf . Denne graf forskyder vi 1,5 mod h�jre. S� f�r vi grafen p�

figur 5. If�lge afsnit 6 er dette grafen for )( 2
5,1

2
1 xf .

Hvis tallene fra afsnit 7 forskydes 1,5 enheder mod h�jre, s� vil de v�re fordelt p� x-aksen 
som grafen p� figur 5 viser. F.eks. g�lder (se figur 6):

207,0)(arealGr�t 
5,4

7,2 2
5,1

2
1    dxf x

dvs. 20,7 % af tallene ligger mellem 2,7 og 4,5.

Figur 3

207,0

Figur 4

Figur 5

Figur 6

207,0
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9 Normalfordeling. MiddelvÇrdi og spredning

9.1  Hvad er middelvÇrdi og spredning for normalfordelte tal?
N�r tal er normalfordelt, s� er middelv�rdien tallet i midten der hvor grafen er h�jest.
B�de de ti mio. tal p� figur 1 og de ti mio. tal p� figur 3 har middelv�rdien 0.
De ti mio. tal p� figur 5 har middelv�rdien 5,1 .

De ti mio. tal p� figur 1 har spredning 1.
De ti mio. tal p� figur 3 og 5 ligger dobbelt s� spredt, s� deres spredning er 2.

N�r tal er fordelt som angivet med funktionen

)(1
s
mx

s f 

er de
normalfordelt med middelvÇrdi m og spredning s .

9.2  68,3 % af tallene fra figur 1.
Vi ser p� tallene fra figur 1. Fra middelv�rdien 0 g�r vi spredningen 1 ud til begge 
sider. S� f�r vi intervallet 11  x . Den procentdel af tallene der ligger i dette interval 
er

683,0)(7figur p�arealgr�t 
1

1
  dxxf

Dvs. 68,3 % af tallene ligger i intervallet 11  x .

9.3 68,3 % af tallene fra figur 5.
Vi ser p� tallene fra figur 5. Fra middelv�rdien 1,5 g�r vi spredningen 2 ud til begge 
sider . S� f�r vi intervallet 5,35,0  x . Den procentdel af tallene der ligger i dette 
interval er

683,0)(8figur p�arealgr�t 
5,3

5,0 2
5,1

2
1  

 dxf x

Dvs. 68,3 % af tallene ligger i intervallet 5,35,0  x .

9.4  68,3 % af normalfordelte tal.
N�r vi fra middelv�rdien g�r spredningen ud p� begge sider, s� f�r vi et interval der 
indeholder 68,3 % af tallene.

683,0

Figur 7

Figur 8

683,0
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10  Normalfordeling. En anvendelse.
Mange tal fra virkeligheden er normalfordelt. Her er et eksempel:

Opgave
En maskine fylder vin p� flasker. Maskinens n�jagtighed er s�dan at hvis vi m�ler 
m�ngden af vin i mange flasker, s� vil vi f� en r�kke tal der er normalfordelt med 
spredningen 0,4 centiliter.
Vi indstiller maskinen s� middelv�rdien af flaskernes indhold er 76 centiliter.
Hvor mange procent af flaskerne indeholder under 75 centiliter?

Svar
Nspire udregner at

00621,0)(
75

4,0
76

4,0
1  

 dxf x

Dvs. 0,6 %  af flaskerne indeholder under 75 centiliter.

11  2-fordeling.
Nogle tal er normalfordelt med middelv�rdi 0 og spredning 1.
P� figur 9 har vi tegnet nogle f� af disse tal som prikker.
Disse f� af tallene har vi valgt s�dan at de giver et indtryk af hvordan alle tallene er fordelt.

Hvert af tallene opl�fter vi til anden:
36,0)6,0( 2 

25,65,2 2 

osv.
De tal vi f�r p� denne m�de, er fordelt som antydet p� figur 10. Vi vil finde forskriften for 
funktionen g der viser hvordan disse tal er fordelt. (Kun f� af tallene er vist som prikker).

g-grafen viser hvordan tallene  2 fra 4.2 er fordelt, dvs.

hvis vi mange gange tager en stikprÄve og hver gang udregner 2 ,
sÅ vil vi fÅ nogle tal der er fordelt som g-grafen viser.

Da vi i afsnit 4 tog en stikpr�ve hvor 60,3χ2  ,  kunne vi alts� have udregnet p s�dan:

058,0)(
60,3

 


dxxgp .

Her har vi brugt forskriften for g som st�r i linje (8) nederst i afsnit 12 .

g

f 10Figur 9Figur 
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12 Forskrift for g.
f og g er funktionerne fra afsnit 11. Arealfunktionerne for f og g kalder vi F og G , dvs.

)(xF = gr�t areal p� figur 11 og     )(xG = gr�t areal p� figur 12 .

Tallene i intervallet xt 0 stammer fra tallene i intervallet xtx  , s�

gr�t areal p� figur 12 =    gr�t areal p� figur 13
dvs.

(1) CxG )(

Af figur 11 og 13 ser vi at  AxFC  )( .
Vi inds�tter dette i (1):

(2) AxFxG  )()(

Da f-grafen er symmetrisk, er BA  , s� i (2) kan vi erstatte A med B:

(3) BxFxG  )()(

Hele arealet under f-grafen er 1, s� af figur 13 og 11 ser vi at )(1 xFB  .
Dette inds�tter vi i (3):

(4) ))()( 1()( xFxFxG 

Vi reducerer (4) og f�r:

(5) 12)( )(  xFxG

Da G er arealfunktion for g, er

(6) )()( xGxg 

Af (5) og (6) f�r vi

(7) ))(( 12)(  xFxg

Nspire udregner h�jresiden og f�r

(8)
x

xg
x








2
e2)(

2
Denne formel skal du IKKE huske!

I rammen ses hvordan vi taster for at f� (8).

)( xF f

11Figur 

x x

0,5

13Figur 

x x

f
A B

C

0,5

x

12Figur 

)(xG

0,5

1,0

g
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