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10. Tretrinsreglen

10.01 Definition af differentialkvotient

Oplzaeg

Figur 10a viser en interaktiv figur med
grafen for funktionen

(*)  f(x) = 1,75x—0,5x>2.

Linjen m er tangent til grafen for f(x)
1 grafpunktet med forstekoordinat 1.

Linjen / gir gennem grafpunkterne med
forstekoordinater 1 og x . Man kan treekke
det hvide punkt frem og tilbage pé forste-
aksen og derved @ndre tallet x .

[ gér gennem punkterne (x;,y;) = (1, f(1))
0og (Xz,yz) = (1975: f(1:75)) sa I's
haldningskoefficient er

yamn | ST SW) o
Xy — X1 1,75 -1

hvilket er lig tallet pa figur 10a .

P& figur 10b er x sa ner 1 at /'s haeldnings-
koefficient er nasten den samme som hald-
ningskoefficienten for tangenten m . Tangent-
haeldningen f'(1) er grensevardien af ['s

haldningskoefficient nr x gér mod 1.

(10c¢) Definition
Ved

(2) x =175
['s heldn. = 0,375

RN VN
: X '(1)

Figur 10a

) x = 1,05
l's haeldn. = 0,725

(D
Figur 10b

differentialkvotienten f'(x,) af en funktion f(x) iettal x,

forstas

grensevardien for x gdende mod x,, af heldningskoefficienten

for linjen gennem grafpunkterne med forstekoordinater x, og x.

Med symboler kan denne definition skrives sddan:

Fe) = tim LS G0

X—>X, X =Xy
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10.02 Ovelse

(a) Pa figur 10a skerer / grafen i to punkter. Beregn andenkoordinaten til hvert af
disse punkter.

(b) Beregn heldningskoefficienten for linjen / pé figur 10b .

(c) Itidligere afsnit har du (uden bevis) faet oplyst nogle formler der kan bruges til at
beregne differentialkvotienter. Brug disse til at beregne haldningskoefficienten for
tangenten m iramme 10.01 .

10.03 Tretrinsreglen

Oplxg
Vi vil bruge definition 10c til at beregne haldningskoefficienten f'(1) for tangenten m
iramme 10.01. Dette gor vi i tre trin:

(1) Grafpunkterne med forstekoordinater 1 og x har andenkoordinater 1,25 og

1,75x-0,5x> . Linjen / gennem disse to punkter har derfor haeldningskoefficien-
ten
(1,75x—0,5x%) - 1,25
x—1 '

Fi- Fzr |FZ=] Fli- FE FB=
(2) Vi far lommeregneren til at reducere dette [rs¥ielnd ol Srunlerdan ue| |

udtryk (se figur 10d) og far at det er lig

(1.75x-.5-x%-1.25

-0,5(x-2,5) . % — 1
-5 (x-2.5
(3) Med metoden fra ramme 9.13 fér vi at for x m LS (x-2.5)|x=1 75
giende mod 1 er greensevardien af /'s held-
ningSkoefﬁCient hg FMAIN DEGALTO FUMC ]!}
-0,5(1-25) = 0,75 . Figur 10d

Heldningskoefficienten f'(1) for tangenten m er altsa 0,75 .

(10e) Metode (tretrinsreglen)

Differentialkvotienten f'(x,) for en funktion f(x) iettal x, kan bestemmes
ved at gennemfore folgende tre trin:

(1) Opskriv udtrykket for haldningskoefficienten for linjen gennem f-grafens
punkter med forstekoordinater x, og x.

(2) Omskriv udtrykket fra (1) sa man kan bestemme dets grenseverdi for x
géende mod X, .

(3) Bestem denne graenseverdi.

Denne grenseverdi er f'(xg) .
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10.04 Ovelse

Gennemfor det der er beskrevet i oplaegget i ramme 10.03 .

10.05 Kontinuerte funktioner

(10f) Regel

Et regneudtryk med en variabel x som er opbygget af de "sedvanlige" symboler,
er kontinuert i enhver verdi af x hvori udtrykket er defineret.

Eksempel

Da
2-(x=3) _ 2
x-(x=3)

er
lim 223 _ 2

=3 x-(x—3) 3

ifelge metoden fra ramme 9.13.

For ifelge denne metode er greensevardien lig verdien af 2 for x=3,da 2 er
X X

kontinuert1 3.

10.06 Ovelse

(a) Bestem graenseveardien af _ 8 for x gdende mod 0.
x-(x+1

(b) Bestem lim _2-x .
=2 (x—=2)-2x

. -2
(c) Bestem lim al .
x22 x°—-2x

10.07 Ovelse

Brug tretrinsreglen (10e) til at bestemme differentialkvotienten i 4 af 1 . Husk at du
X

evt. kan lade lommeregneren foretage reduktionen 1 trin (2).

10.08 Ovelse

. : : . . : 1
Brug tretrinsreglen (10e) til at bestemme differentialkvotienten i x, af —.
X
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10.09 Ovelse

Brug tretrinsreglen (10e) til at bestemme differentialkvotienten f'(x,) for funktionen

) =x>.

10.10 Differentiable funktioner

Oplaeg

Vi vil forsege at bestemme differentialkvotienten for f(x) =+ x% 10 ved hjeelp af
tretrinsreglen:

(1) Heldningskoefficienten for linjen gennem f-grafens punkter med
forstekoordinater x, og x er

f@-fG) _ A w

X=X X=X

(2) Vi lader lommeregneren reducere dette udtryk for heldningskoefficienten. Vi far
at vide at heeldningskoefficienten er lig sign(x) , dvs. dener —1 nar x er

negativ, og 1 nar x er positiv.
(3) Da hazldningskoefficienten er —1 nér x er negativ, og 1 nér x er positiv, har den
ikke nogen grensevardi for x gdende mod 0.

Altsa har f(x)=+ x? ikke en differentialkvotient i 0.

(10g) Definition af differentiabel funktion
Man siger at
en funktion f(x) er differentiabel i et tal x
hvis
S (x) - f(x0)

X=X

haeldningskoefficienten for linjen gennem grafpunkterne med

forstekoordinater x;, og x har en grenseverdi for x giende mod x .

10.11 Ovelse

(a) Forseg at bestemme differentialkvotienten for f(x) = x 10 ved hjeelp af
tretrinsreglen.

ACIRVA)
0

(b) Hvorfor har heldningskoefficienten =—————— ikke en grensevardi for x
x —

giende mod 0 ?
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10.12 Hyvis differentiabel, sa kontinuert

Oplzaeg
Péa figur 10h er tegnet grafen for en funktion f(x) som ikke er kontinuerti 4.
Desuden er tegnet linjen / gennem grafpunkterne med forstekoordinater 4 og x.
Det ses at haeldningskoefficienten
ACQRNAC),
x—4
for / kan vi gore sa stor det skal vare ved at vaelge x taet nok pd 4. Altsd har () ikke
nogen graensevardi for x gdende mod 4, sa f(x) er ikke differentiabel 1 4 .

(%)

()
T l
o)t o——n
Sy / g
1T o
| L ! y t } } ) )
4 O o

Hvis vi tegner grafen for en anden funktion f(x) der ikke er kontinuert i et tal x;, kan
vi pé lignende mide indse at funktionen heller ikke er differentiabel i tallet. Der gelder:

Hvis f(x) ikke er kontinuerti x,,
sd kan f(x) heller ikke vere differentiabel 1 x; .

Dette er udtrykt i felgende setning:

(10i) Seetning
Nar f(x) er en funktion, og x, er et tal, gaelder

Hvis f(x) er differentiabel 1 x,,

sder f(x) kontinuerti x; .

10.13 Ovelse
Vedr. figur 10h .

(a) Bestem heldningskoefficienten Lﬁ{(@ for / nar x er 4,5 ognér x er 4,1 .
-
S -f4

(b) Hvor taet skal x vere pa 4 for at er over 10007?

X —
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11. Formler for differentialkvotienter

11.01 Differentialkvotient for x2

(11a) Seetning
Nar f(x)= x2, galder for ethvert tal x, at
(*) f(x) er differentiabel i x

og
(#9)  ['(xg) = 2xg

Bevis
For ethvert tal x # x, galder at linjen gennem grafpunkterne med forstekoordinater x
og x har haldningskoefficienten

¥ —xgt () —xp)

= X+XO
X — Xy X=Xy

Da x + x, er kontinuert 1 x,, har heldningskoefficienten en greensevardi for x gdende
mod x, (ifelge metoden fra ramme 9.13). Altsé er () bevist.
Granseveardien er vardien af x + x, for x = x,, dvs.

X0 +XO = 2)C0 .

Altsé er (*x) bevist.

11.02 Ovelse (Uden hjzlpemidler)
(a) Udregn (x—x, )(x2 +Xgx + xoz) .

(b) Seatningen og beviset 1 ramme 11.01 drejer sig om x2. Skriv en tilsvarende

setning med bevis der drejer sig om x>, Brug svaret pa (a) nar du skal reducere
udtrykket for haeldningskoefficienten.
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11.03 Differentialkvotient for x¢

(11b) Seetning
For ethvert reelt tal a geelder:

Hvis f(x)=x% séer f'(x)=ax®".

Eksempel
2
Hvis f(x)=x> fis af setning (11b) at
5 2, ) 1
M)y — 23 _ 2.3
f'(x) = 3% 35
Eksempel
Vi vil finde differentialkvotienten for f(x) = Lz . Da f(x)= x 72 fis
X
flix) = =2x271 = 257 = —2% = —% :
X X
Eksempel

1
Vi vil finde differentialkvotienten af f(x) = Yx . Da f(x)=x3 fas

1 2
, 1 37! 1 3 11 1 1 1
f(x) = —X = —X = —t— = — = .
3 3 3 % 3 3/x2 33xz
X

11.04 Ovelse

Brug (11b) til at bestemme differentialkvotienterne for folgende funktioner:

1=5", 5=~z oz 9=

X s
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11.05 Differentialkvotienten af % 0g J/x

(11¢) Seetning

Hvis f()=1 saer =1

X
Bevis
Da % = x! kanvi bruge reglen for differentialkvotient af potens (regel 11b):
flx) = =1.x171 = —x72 = —%
=
hvilket skulle bevises.
(11d) Seetning
. 1
Hvis f(x)=+/x sder f'(x)= .
24x

Bevis
1
Da x = x2 kanvi bruge reglen for differentialkvotient af potens (regel 11b):
1 1

-1
2 = %

x 2 =

N —

f'(x) =

1 1
21
x2

hvilket skulle bevises.

11.06 Oversigt over differentialkvotienter

S(x) f'(x) S(x) f'(x)
k 0 a” a*-Ina
a ! e” e’

1 _
X 32 ehx k-e™
1 Inx 1
Jx x X
, el COS X —sinx
a-x
* sin x cos X
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12. Regneregler for differentialkvotienter

12.01 Differentialkvotient af f+g

(12a) Seetning om differentialkvotient af sum
Hvis
(1) to funktioner f(x) og g(x) er differentiable i et tal x
galder:

(2) Summen A(x) = f(x)+ g(x) er differentiabel i x, , og
3) h'(xg) = f"(x0)+g'(x0)

Bevis

Linjen gennem h-grafens punkter med forstekoordinater x, og x har
haldningskoefficienten

w A
X=X
(S () +g(x) —(f(x0) +8(xp)) _
X=X
S = flxo) + g(x)-glxg) _
X — X
5 LD | g0 g)
X=Xy X=X

Ifolge (1) har hvert af leddene 1 (5) en greensevaerdi for x gdende mod x,. Sd mé (4)
ogsd have dette, dvs. vi har bevist (2).

Detoledi (5) har greenseverdierne f'(xy) og g'(xy), sé udtrykket (5) ma have
grensevaerdien f'(xq)+ g'(x(). Dette er altsd graensevardien af (4), dvs. vi har bevist

3).

12.02 Ovelse
(a) Brug(12a) og 11.06 til at bestemme differentialkvotienten af hver af falgende:

f(x)=Inx+e*, g(x)=%+x3, p(x)=e*+6 og r(x)=x+e>".

(b) Bestem A'(1) nir h(x):%+lnx.
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12.03 Ovelse

(a) Geetud fra tabellen grenseverdien i
af u;(x) for x gdende mod 4. Ak 390 | 395 | 398
: 2,05 | 2,03 | 2,01
(b) Geet ud fra tabellen greenseveerdien () ’ ’ ’
af u,(x) for x gdende mod 4. Uy (x): 5,10 5,05 5,02
(c) Udfyld tabellens sidste raekke. up (x) + 1y (x) :

(d) Getud fra den sidste reekke gren-
sevaerdien af u;(x)+u,(x) for x gdende mod 4.

(e) Erstat tallene i tabellen med andre sa der nar x gar mod 4 geelder at summen af
grensevardierne af u;(x) og u,(x) er forskellig fra grenseverdien af

uy(x)+u,(x), eller sig at det ikke kan lade sig gore.

12.04 Differentialkvotient af k- f

(12b) Seetning om differentialkvotient af konstant gange funktion
Hvis
(1) en funktion f(x) er differentiabel i et tal x, og & er en konstant
galder:

(2) Produktet /(x) = k-f(x) er differentiabelti x, , og
A3) h'(xg) = k-f"(xo) -

Eksempel
Vi vil bestemme differentialkvotienten af f(x) = % .
Da f(x) = 2-% og differentialkvotienten af % er —LZ , fas af (3) i (12b) at
X
1 2
1106 = 2-(——) --=<.
x? x?
Bemaerk

I (3) ovenfor star der £, der stir ikke differentialkvotienten af & . Hvis vi i eksemplet
skulle have skrevet differentialkvotienten af 2, var resultatet blevet O .

1

Hyvis vi skal finde differentialkvotienten af g(x) = <t 2, sa skal vi derimod skrive

differentialkvotienten af 2, altsd 0 . Dette folger af (3) 1 seetning (12a) . Der galder

s 1 1
altsd g'(x) = ——+0 = —— .
x? x?
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12.05 Ovelse

I ramme 12.01 beviste vi satning (12a) ved hjelp af tretrinsreglen. Setning (12b) kan
bevises pé lignende mide. Gor det.

12.06 Ovelse

Brug (12a), (12b) og 11.06 til at bestemme differentialkvotienten for hver af felgende
funktioner.
Inx

f(x) =4-Inx , g(x) =4+Inx og h(x) = ak

12.07 Differentialkvotient af f—g

(12¢) Satning om differentialkvotient af differens

Hvis
(1) to funktioner f(x) og g(x) er differentiable i et tal x
galder:

(2) Differensen A(x)= f(x)—g(x) er differentiabeli x;, , og
3) h'(xg) = f'(x0)— g'(xp)

12.08 Ovelse

Saetning (12¢) kan bevises ved hjelp af tretrinsreglen pa nasten samme made som
setning (12a) blev bevist, men du skal ikke bevise (12¢) pa denne méde. Du skal bevise
(12¢) uden at bruge tretrinsreglen. Det skal du gere ved at bruge setningerne (12a) og
(12b).

12.09 Ovelse

Brug (12a), (12b), (12c) og 11.06 til at bestemme differentialkvotienten for hver af
folgende funktioner.

1

f@)=x"~Inx, g(x)=2e"+, h(x)z%—3lnx .

12.10 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem en ligning for tangenten til grafen for funktionen f(x)= x 241 i punktet

P(1, f(D).
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12.11 Differentialkvotient af f.g

(12d) Seetning om differentialkvotient af produkt
Hvis
(1) to funktioner f(x) og g(x) er differentiable i et tal x
geelder:

(2) Produktet A(x) = f(x)-g(x) er differentiabelti x, , og
3) h(xg) = f'(x)-g(xg) + f(x0)-g'(xp)

Bevis

Linjen gennem h-grafens punkter med forstekoordinater x, og x har
haldningskoefficienten

h(x) - h(xy) I teelleren er tilfojet

4 == - = f(x9) (@) + £ (x0) (%)
0 som er 0.
J(x)-g(x) - f(xo)-g(xp) _
X=X
S (x)-8(x) = f(x0)-8(x) + [ (x0)-8(x) = f(%0)-8(x0) _
X=X
(S ()= f(x0))-8(x) + f(x)-(g(x)—g(xq)) _
X=X

I EAC NG YR Flxg)- 80 -g(xp)

X=X X=X

For x gdende mod x, galder:
Graensevardierne af de to breker i (5) er hhv. f'(xy) og g'(xy) ifelge (1).
Grenseverdien af g(x) er g(x;) da g(x) er kontinuert ifelge (1).
Grensevaerdien af f(xq) er f(xy) da f(xq) er en konstant.

Altsa har (4) greensevaerdien f'(x)-g(xg) + f(xg)-g'(xy) , dvs. (2) og (3) er bevist.

12.12 Ovelse

Brug (12d) til at bestemme differentialkvotienten for hver af folgende funktioner:

X

f(x) =xInx og g(x) = (x2 +1)-e”
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13. Differentialkvotient af sammensat funktion

13.01 Ovelse

Der er givet funktionerne f (x)=\/; og g(x)=x+3.
(a) Bestem g(1) og f(g(1)) .

(b) Bestem g(13) og f(g(13)).

(c) Bestem g(t) og f(g(t)).

13.02 Ovelse
Bestem f ( g(x) ) i hvert af folgende tilfelde:

(1) f(x)=In(x) og g(x)=2-x.
(2) f(x)=¢" og g(x)=3x+1.

13.03 Definition af sammensat funktion

(13a) Definition
Lad f(x) og g(x) vere funktioner. Man benytter folgende sprogbrug:

f ( g(x) ) er en sammensat funktion hvor
f(x) er den ydre funktion, og

g(x) er den indre funktion .

Eksempler
Hvis g(3)=2 og f(2)=8, sier f(g(3))=8.
Hvis g(x)=x-1 og f(x)=x>, sier f(g(x)) = (x-1)°.

I den sammensatte funktion (x—l)3 er x—1 den indre funktion, og x° den ydre.

Bemerk at x'et i x> ikke er det x der stdri x—1 . Man kunne have brugt forskellige
bogstaver for de to x 'er .

13.04 Ovelse

Angiv indre og ydre funktion for hver af folgende sammensatte funktioner:

70 = (20e) . g0 = e og  h(x) = In(x2+1).
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13.05 Ovelse

Pa hovedskeermen (den der fas frem ved at taste HOME ) kan man (som bekendt) bestemme en differentialkvotient
ved hjeelp af det bla d over 8-tallet. Fx fas differentialkvotienten af x2 hvis man skriver d(x"2,x) og taster ENTER .

(a)

(b)

(©)

(d)

Angiv differentialkvotienten for hver af funktionerne

X 2x+l1 e 2x+5

e, e , e3)6-4—5 .

0g

Formuler en regel for at bestemme differentialkvotienter for funktioner af denne
type. Kontrollér om reglen ogsé galder nar konstanterne er negative, og nér
konstanterne ikke er hele tal.

Angiv differentialkvotienten for hver af funktionerne

In(x), In(2x+l), In(2x+5), In(3x+5).

Formuler en regel for at bestemme differentialkvotienter for funktioner af denne
type. Kontrollér om reglen ogsa gelder nar konstanterne er negative, og nar
konstanterne ikke er hele tal.

Angiv differentialkvotienten for hver af funktionerne
@), (2x+5)t og (Bx+5)t.

Formuler en regel for at bestemme differentialkvotienter for funktioner af denne
type. Kontrollér om reglen ogsd galder nar konstanterne er negative, og nér
konstanterne ikke er hele tal.

Forestil dig at der i lommeregneren var indbygget to funktioner bip og pip hvor
bip'(x) = pip(x) . Get differentialkvotienten af bip(ax+b) ved at ssmmenligne
med dine svar pa (a), (b) og (c).

13.06 Ovelse

I tabellerne er funktionsveerdierne afrundet til 1 decimal. Hvis der havde veret flere
decimaler, ville man kunne se at f~grafen og g-grafen krummer.

(a)
(b)
(©)

X 18 1,9 2,0 2,1 2,2

gx) | 26 | 28 | 30 | 32 | 34

x 28 | 29 | 30 3,1 32
f(x) | 04 | 07 1 13 1,6

x L9 | 20 | 2l
h(x) = f(g(x))

Angiv skennede verdier for g'(2) og f'(3).
Udfyld de tomme pladseri f(g(x)) -tabellen.
Angiv skennede vaerdier for 4'(2) og f'(g(2)) .
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13.07 Ovelse

(a) Om to funktioner f(x) og g(x) eroplystat f'(5)=4 og g'(1)=2 . Skriv
tilnermede vaerdier for de manglende funktionsvardier i f~tabellen og g-tabellen.

(b) Udfyld den tredje tabel.

x 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2
g(x) 5,0

x 48 | 49 | 50 | 51 | 52
J(x) 7.0

x 0,9 | 10 L1
h(x) = f(g(x))

(c) Angiv en skennet vaerdi for 4'(1) . (d) Udregn f'(g(1))-g'(1) .

13.08 Oplag om differentialkvotient af sammensat funktion

For at fremstille en vare skal man taste hojden # i mm. Prisen i kr. ath@nger af varens
bredde » i mm. Vi betragter folgende tre funktioner:

br(h) = breddenér hgjdeer /s , pr(b) = prisnér breddeerb |,
PR(h) = pr(br(h)) = prisnar hejdeer / .

Nér hgjde er 100 mm, er bredde 90 mm, dvs.
br(100) =90 .

Nér hgjde er 100 mm s gges bredde med 2 mm hver gang hegjde gges 1 mm, dvs.
br'(100)=2 .

Nér bredde er 90 mm sé eges pris med 1,50 kr. hver gang bredde oges 1 mm, dvs.
pr'(90) =150 .

Vi kan slutte at nar hejde oges 1 mm, sd oges pris i kr. med

(*) 1,50-2=3 dvs. PR'(100)=3 .

Udregningen (x) kan ogsa skrives
pr'(90)-br'(100) =3 eller  pr'(br(100))-br'(100) =3

Vi ser at

pr'(br(h))-br'(h) = PR'(h) .
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13.09 Differentialkvotient af sammensat funktion

(13b) Saetning
Hvis g(x) er differentiabel 1 x, og f(x) er differentiabel 1 g(x,), gelder at

funktionen /(x)= f(g(x)) er differentiabel i x,

og
H(xy) = f'(g(x0))g'(xp) -

13.10 Eksemler pa brug af saetning 13b

Eksempel 1

Vi vil bestemme differentialkvotienten af

f(x)=In(x* +1) .

Det ses at

f(x)= h(g(x)) hvor A(x)=In(x) og g(x)= X2+l

Da
H)=1 oz g(x)=2x
er
! ’ ’ 1 2x
x) = h(gx))-g'(x) = —2x = )
S0 = Wlg@)-g'x) = o5 o
Eksempel 2

Vi vil bestemme differentialkvotienten af
p(x) = 4(1-x)° +2 .
Det ses at

p(x)= r(q(x)) hvor r(x)= 4x3 +2 og qgx)=1-x.

F(x) =12x> og ¢'(x)=-1
er

p'(x) = (g(x) ¢'(x) = 12(q(x)* (-] = -12(1-x)* .
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13.11 Ovelse

Brug s®tning 13b til at bestemme differentialkvotienten for hver af folgende funktioner:

Ff(x)=In(14-3x) , g(x)=Cx>+x+3)?,

13.12 Ovelse (Uden hjzlpemidler)

Bestem en ligning for tangenten til grafen for funktionen f(x) = (

P(=3,7(=3)) .

h(x)=23—-~2x+4 .

3
Ly 2) 1 punktet

13.13 Oversigt over regneregler for differentialkvotienter

h(x) h'(x)
f()+g(x) S0+ (x)
f()-g(x) £ -g'(x)

k- f(x) k- f'(x)
f(x)-g(x) f1(0)-g(x) + f(x)-g'(x)

() f1()-g(x) - f(x)-g'(x)

g(x) (g()

f(g) f(g(x) g'(x)
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