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6. Kontinuert funktion

6.01 Hvornir er f(x) kontinuerti x; ?

(6a) Definition (forelebig)

En funktion f(x) siges at vere kontinuert i et tal x,, hvis der galder
f(x) erdefinereti x, og

grafen for f(x) har ikke et spring i x .

Graf med hul
Figur 6b viser grafen for funktionen Q)
2 p
x° -1
X) = .

fo="= A
Om funktionen f(x) galder: 2t

f(x) er ikke kontinuert i 1 /

da f(x) ikke er defineret1 1. t ——— (1)

. _ 2/-1 (01 2 3 4

f(x) er kontinuert i alle andre tal end 1. -1+

Den lille ring om punktet (1, 2) betyder at dette Figur 6b

punkt ikke herer med til grafen.

(Sztningen " f(x) er ikke defineret1 1" betyder som bekendt: "Der er ikke nogen
funktionsvaerdi i 1", hvilket ogsé kan formuleres sadan: " f(1) eksisterer ikke").

Graf med spring
Figur 6¢ viser grafen for funktionen (2)
g(x) = floor(%) . T
2-- g C—
Om funktionen g(x) geelder:
1 —
g(x) er ikke kontinuert i tallene | —_——
0, 2, +4, .- 1o 1 2 3 4 s
> - - b )
da grafen har et spring i hvert af disse tal.
_2-;.

g(x) er kontinuert i alle andre tal.

Figur 6¢
I avelse 2.17 stir hvad floor(x) betyder, og hvordan

man far tegnet dens graf korrekt pa lommeregneren.
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6.02 Ovelse

(a) Ved aflesning pa figur 6¢ skal du bestemme tallene, g(1,5), g(2), 2(3,9) og
g(4).

(b) Tegn grafen for en funktion 4(x) som er defineret i ethvert tal og bade opfylder at

h(2) =-1, at h(4) =1 og at der ikke er noget tal x, mellem 2 og 4 hvor
h(xy)=0.

6.03 Hvis f(x) springer en verdi over, er der en x-veerdi
hvori f(x) ikke er kontinuert

Figur 6d viser en interaktiv figur fra en computerskaerm hvor man ved at treekke
x-punktet hen pa et tal x kan aflaese funktionsvaerdien f(x).

Nér man lader x gennemlebe tallene fra 2 til 8, vil f(x) bl.a. gennemlebe
alle tal mellem f(2)=1 og f(8)=4,6 , da der ikke er spring i grafen.

Dette anskueliggor gyldigheden af satning (6e).
)

‘\H\‘H;N

cod---—— -3

g |
Figur 6d
(6e) Seetning
Nér
en funktion f(x) er kontinuertito tal @ og b samt i ethvert tal mellem a
og b
galder

ethvert tal mellem de to tal f(a) og f(b) er lig funktionsveerdien f(x) af
et tal x mellem a og b.
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6.04 Ovelse

Vedr.den interaktive skermfigur pa figur 6d.

(a) Fra 2 trekker vi x-punktet mod hejre. Hvor langt ca. skal vi treekke x-punktet for
f(x) har gennemlobet alle tal fra og med f(2) til ogmed f(8)?

(b) Hvor mange gange antager f(x) verdien 4 nar x gennemlgber intervallet [2; 8] ?

(¢) Tegn en graf for en anden funktion f(x) hvor f(2)=1 og f(8)=4,6 , men hvor
f(x) ikke gennemlgber alle tal mellem de to tal f(2) og f(8) nér x
gennemlober [2; 8] .

6.05 Intervaller (repetition)
Ved et interval forstds som bekendt en sammenhzengende del af tallinjen.

Eksempler pa intervaller

Tallene storre end —2 udger et interval o e
der skrives |—2; oo . S5 4 -3-2-1 01 2 3 4 5 6

Tallet 1 sammen med tallene mellem 1 e o
og 5 udger et interval der skrives [1;5[. -5 4 -3 2 -1 01 2 3 4 5 6

Tallene mindre end +/2 udger et interval O —
der skrives ]—o0; /2. -5 -4 -3-2- 01 2 3 45

Oversigt over alle intervaltyper

Ja,b[ °  —

[a;b] : o=

Ja;b] o ; -

[a;5] : : -

] =030 S
]—o0;b] 3 >

la; o] o >

[a; 00 - >

R =]—o0j00 -
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6.06 Sztning om konstant fortegn i interval

(6f) Seetning
Hvis
(*) f(x) er kontinuert og forskellig fra 0 i1 ethvert tal x 1 et interval
geelder:

(x%)  f(x) har samme fortegn for alle tal x i intervallet.

Bevis for setning (6f)
Antag at (x) gelder.

Antag desuden (xx*) ikke galder.

Nar (#x) ikke gaelder, ma der veare to tal x, og x; iintervallet s f(x,) og f(x;) har
forskelligt fortegn.

Da 0 ligger mellem f(xq) og f(x;), felger af setning (6e) at
Oerlig f(x) forettal x mellem x, og x;.

Og dette er i modstrid med at der i (x) star at f(x) er forskellig fra O for ethvert tal x i
intervallet.

Nér (x) geelder, forer det altsé til en modstrid at antage at (xx) ikke gaelder, dvs. (xx)
ma gelde ndr (%) gelder, og det var dette der skulle vises.

6.07 Ovelse
Skitsér grafen for en funktion f(x) der opfylder betingelserne

f(x) er kontinuert i ethvert tal x

og
f=1, f@)=4, f(9=2 og

ligningen f(x)=3 har kun én lgsning

eller argumenter for at det ikke kan lade sig gore.
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6.08 Polynomier

Eksempler pa polynomier:

Konstanter er polynomier:

f=-1  fx=45
Forstegradspolynomier:

f(x) =x f(x) =Tx+1
Andengradspolynomier:

f(x) = x2 -1 f(x) =3x>-x+4
Tredjegradspolynomier:

f(x) = -x° Fx) = x> +2x% +x

Fjerdegradspolynomium:

f(x) = 0,13x* +0,72x% —1,5x% +2,9x + 4,5

Osv.

(6g) Sezetning

Et polynomium er kontinuert i ethvert tal.

6.09 Bestemme fortegn

P& lommeregneren finder vi at polynomiet
— x> +x—6 kun har det ene nulpunkt —2.

Da — x> +x—6 sdledes er forskellig fra 0 og
kontinuert i ethvert tal x i intervallet |—oo; —2[,

vil = x> + x—6 have samme fortegn i alle tal x 1
J=o05 2]

Pé lommeregneren finder vi at ndr x=-3 er

3

—x~ +x—06 lig 18, altsé et positivt tal.

Altsi er — x°

X -3

Fi=| Fer [FZ=] Fir | FE FEr
Tools|A13cbrafCalc|dther|FrImi0|Clean Ur

'5D1UE['K3+K—E=D,K]
w= -2

oS -6 x= -3 1%

A =1 F
DEGAUTO

FMAIN

FUMC 220

Figur 6h

+ x —6 et positivt tal nar x erettali ]-oo; 2.

—2
Fx—6: 18 0

konstant fortegn, dvs +

—X
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6.10 Ovelse

(a) Udfer det der er beskrevet i ramme 6.09. Hvilket fortegn har — x>+x-6 hvis x
er storre end -2 ?

(b) Bestem de intervaller hvor polynomiet x* —x% =2 har konstant fortegn, og

bestem de vardier af x for hvilkke x* —x? -2 er negativ.

6.11 Ovelse
En funktion er givet ved f(x) = %x3 ~3x2 +9x-1 .
(a) Bestem f'(x).

(b) Les ligningen f'(x)=0 ogbestem de verdier af x for hvilke f'(x) er positiv.
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7. Monotoniforhold

7.01 Begreberne "voksende' og "aftagende" (repetition)

Figur 7a viser en interaktiv figur fra en computerskerm hvor man ved at trekke
x-punktet hen pa et tal x kan aflaese funktionsvaerdien f(x).

Pé figuren ses:
Naér vi treekker x gennem tallene fra 2 til 9, vil f(x) hele tiden eges.

Nar vi treekker x gennem tallene fra 9 til 14, vil f(x) hele tiden mindskes.

2

%)

p=

‘\\\\‘\\\\‘2\\\\ N AN ERED AR R UL I B R \\\\‘\\\\1‘4\-\\\‘\\\\ H=(1)
Figur 7a

Som bekendt siger man:

f(x) er voksende i [2; 9]
f(x) eraftagende i [9;14].

Er f(x) bade aftagende og voksendei 9 ?

Nej, vi taler ikke om at en funktion er voksende i ét tal. Vi taler om at en funktion er
voksende i et interval.

At f(x) er voksende i [2; 9] betyder at uanset hvordan man velger to tal x; og x, i

[2;9] sddan at x; <x,, sdvil f(x;)< f(x,).

At f(x) er aftagende i [9; 14] betyder at uanset hvordan man valger to tal x; og x, i
[9;14] sddan at x; < x,, sédvil f(x;)> f(x,).
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7.02 Ovelse
Vedr. funktionen f(x) fra ramme 7.01 .

(a) Angiv to tal x; og x, 1[8,4;9,4] som opfylder at x; <x, og f(x;) < f(x;).

(b)
(¢) Er f(x) voksendei [8,4;9,4]?
(d) Er f(x) aftagendei [8,4;9,4]?

7.03 Ovelse

Angiv to tal x| og x, 1[8,4;9,4] som opfylder at x; <x, og f(x;)> f(x,).

Indtast funktionen f(x) = 0,375x% = 2x3 +3,75x% —3x og f4 grafvinduet pa figur 7b

frem.

(a) Brug Value til at bestemme funktionsverdien f(1).

(b) Hvor stor kan b vare nér der skal gelde at f(x) er aftagende i [0; b] ? (Gaet
svaret efter at have bestemt relevante funktionsverdier).

Fir| F&r
Tools|2oam

“Min=-.2
HEMAK=3.

wscl=1,
umin=-1.3
umax=.3
yscl=
®Es

MAIN DEGAUTO FUMC MAIN

DEGAUTO

FUMC

Figur 7b

7.04 Monotoniforhold

At angive monotoniforholdene for en funktion f(x) vil sige at angive i hvilke
x-intervaller f(x) hhv. aftager, vokser eller er konstant.

P& figur 7c er vist grafen for et tredjegrads-
polynomium f'(x). Grafens toppunkter er

P(-3,5) og 0(2,2).

Monotonoforholdene kan angives siadan:
f(x) er voksendei ]—oo;-3],
aftagendei [-3;2] og

voksende i [2; oo .

P(-3,5)

)

0@2,2)

Figur 7c

— (1
5()
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7.05 Ovelse

Om andengradspolynomiet f(x) = ax? +bx+c oplyses at a er negativ, og at grafens

toppunkt er P( 12, -2).

Angiv monotoniforholdene for f(x).

7.06 Ovelse

F4 tegnet grafen for f(x) = 0,25x> + 1,5x% +3,75x pa lommeregneren, og
eksperimenter med at valge forskellige udsnit s& du far overblik over grafens forleb.

Get ud fra grafen hvordan monotoniforholdene er, og angiv disse.

7.07 Ovelse
Tegn grafen for en funktion f(x) som opfylder:

f(x) er negativ og kontinuert i ethvert tal x

f(x) eraftagende i |—o0; 0] og voksende i [0; oo .

7.08 Ovelse

(a) Tegn grafen for en funktion f(x) sddan at der gelder:
f(x) er aftagende i intervallet / =[0; 8],
f(x) er kontinuert 1 ethvert tali1 /, og
f'4)=0,
eller sig at det ikke kan lade sig gore.
(b) Tegn grafen for en funktion f(x) sddan at der gaelder:
f(x) erikke voksende i intervallet 7/ =[0; 8], og
f'(x) er ikke negativ for noget tal x i 7,
eller sig at det ikke kan lade sig gore.
(c) Tegn grafen for en funktion f(x) sddan at der galder:
f(x) erikke voksende i intervallet / =[0; 8], og
f'(x) er positiv for hverttal x i 7,
eller sig at det ikke kan lade sig gore.
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7.09 Monotoniforhold og tangenthaeldning f'(x)

Hvis f'(x) er positiv
Grafen pd figur 7d er tegnet sadan at der gelder

(*) tangenthealdningen f'(x) er positiv for hvert
tal x 1intervallet [ .

Det ses at der geelder

(#%) f(x) er voksende i intervallet [ .

Hvis man prover at tegne grafen sadan at (x), men
ikke (*x) gaelder, sa bliver man overbevist om at det
ikke kan lade sig gore. Man kan bevise at hvis (x)
galder, sd gelder (xx) ogsa.

Hyvis der er undtagelser fra at f'(x) er positiv

Funktionen f(x) hvis graf er vist pa figur 7e, er

voksende selv om der er ét punkt hvori tangenthaeld-
ningen er 0.

Selv om der er enkelte undtagelser fra (x), kan man
slutte at () geelder.

(7f) Seetning

@
f
1....
ettt (1)
1 I
Figur 7d
@
] f
1....
* ——t (]
" (1)
Figur 7e

Laf f(x) veare en funktion der er differentiabel i ethvert tal x i et interval 7 .

Hvis f'(x) er positiv for alle x i I, evt. med endeligt mange undtagelser,

sa er f(x) voksendei /.

Hvis f'(x) er negativ for alle x i /, evt. med endeligt mange undtagelser,

sd er f(x) aftagendei /.

7.10 Ovelse

(a) Om en funktion f(x) eroplystat f'(x)= x> foralle x i intervallet ]—o0; 0f .
ply

Brug satning (71) til at gere rede for at f(x) er aftagende i ]—o0; 0[ .

(b) Om en funktion g(x) er oplyst at g(x) = x> foralle x iR.

Som bekendt er g(x) voksende i R. Brug s@tning (7f) til at gere rede for dette.
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7.11 Ovelse

Om en funktion f(x) er oplystat f'(x)= x> —2x? og at lesningerne til ligningen
f'(x)=0 er 0 og 2.

Brug s@tningerne (6f) og (71) til at bestemme monotoniforholdene for f(x).

7.12 Bestemme monotoniforhold med differentialregning

Opgaven

Vi vil bestemme monotoniforhold for funktionen

f(x)= —%x“ —4x3 _ox? .

3 Her skal indfejes en redegorelse for

hvordan lesningerne —2 og 0 er bestemt.
Besvarelse Disse losninger kan fx bestemmes med

. solve pd lommeregneren. De kan ogsa

Vi finder bestemmes ved at sette x uden for en

fi(x)=—x> —4x? —4x. / parentes og derefter bruge nulreglen.

Lesningerne til ligningen f'(x)=0 er -2 og 0.

Tallene —2 og 0 deler tallinjen op i tre intervaller. f'(x) har konstant fortegn i hvert
af disse da der i hvert af dem geelder at f'(x) er kontinuert og forskellig fra 0. For hvert
interval bestemmes fortegnet:

f'=3)=3, fH=1, [fBH=-9.
Heraf ses:
[ ]-0;0] er f'(x) positiv bortset frai —2 og 0, og
i [0;00[ er f'(x) negativ bortset frai 0.
Af dette folger:
f(x) ervoksendei ]—o0;0] og aftagendei [0;oof.

Oversigt:

o+ o
Y
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7.13 Ovelse

Vedr. opgavelgsningen i ramme 7.12 .

(a) Opgaveloseren pastar bl.a. at f'(x) er forskellig fra 0 nar x er et tal mellem —2

og 0. Hvilken af s@tningerne (1) — (3) nedenfor er opgavelaserens begrundelse

herfor?

(1) f'(x) har konstant fortegn i hvert af de intervaller som -2 og 0 deler

tallinjen op 1.

(2) f'(x) er kontinuert i ethvert tal mellem —2 og O.

(3) Lesningerne til ligningen f'(x)=0 er -2 og 0.

(b) Opgaveloseren siger at f'(x) ikke er positiv for ethvert tal x i intervallet

]—o0; 0], men pastér alligevel at f(x) er voksende i |—o; 0] . Kommentér

dette.

7.14 Ovelse

Vedr. ramme 7.12 .

Der er omtalt to mader hvorpa ligningen f'(x) =0 kan leses. Los ligningen pa begge

mader.

7.15 Ovelse

Brug metoden fra ramme 7.12 til at bestemme monotoniforholdene for funktionen

f(x):%x4—2x+% .

7.16 Ovelse
En funktion f opfylder folgende betingelser:

f er differentiabel i R og opfylder folgende:

X 2 -6 -2

Y

1
|
T T

(a) Angiv monotoniforholdene for f .

(b) Tegn grafen for en eller anden funktion f som opfylder ovenstdende betingelser.
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7.17 Ovelse

Lav en ngjagtig kopi af felgende tallinje og tilfej det
manglende sa den bliver 1 overensstemmelse med
grafen pa figur 7g .

J'(x):

X: 0 1

Y
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8. Lokale ekstrema

8.01 Lokalt maksimum

Oplzaeg

Figur 8a viser en interaktiv figur fra en computerskaerm hvor man ved at traekke
x-punktet hen pa et tal x kan aflaese funktionsvaerdien f(x).

Pa forsteaksen er markeret et interval / .
Pé figuren ser vi:

For alle tal x i I er f(x) mindre end eller lig f(2).

Tallet f(2), altsd 3,4, er ikke maksimum (storsteverdi) for f(x) da der uden for /
ertal x hvori f(x) ersterre end f(2).Fxer f(5) storre end f(2).

Man siger at der er lokalt maksimum i 2. Det lokale maksimum er 3,4 .

@)
. f
T ‘
f@F---- ‘ |
f& 3
A
1 T |
7j_'_'_r-r¢“‘£““{““HH‘HF(I)
x 5

Figur 8a
(8b) Definition af lokalt maksimum

Hvis der for en funktion f(x) gaelder at

f(x) < f(xy) foralle x ietinterval omkring x,,
siger man at

f(x) har lokalt maksimum 1 x
og at

det lokale maksimum er tallet f(x,).
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8.02 Ovelse
Vedr. figur 8a.

(a) Kunne intervallet / vere valgt storre nar der skal geelde at f(x) < f(2) for alle tal
x11?

(b) Angiv et interval / omkring 3 sd f(x) < f(3) foralletal x 1 7, eller sig at det
ikke kan lade sig gore.

(¢) Angiv etinterval / omkring 3,7 sa f(x)> f(3,7) foralletal x i 7, eller sig at
det ikke kan lade sig gore.

8.03 Lokalt minimum

Oplxg @)
P& figur 8c er vist grafen for et fjerdegradspolyno- 1 ' ;
mium. - B —

o

Der findes et interval om 2 sé der for alle x 1 inter-

vallet geelder at f(x) > f(2). Man siger derfor at 7

f(x) har lokalt minimum i 2. Det lokale minimum 6

er tallet f(2), altsa 3. 5 \ i ;
Der findes et interval om 5 sé der for alle x 1 inter- 4 | I
vallet geelder at f(x) > f(5). Altsd har f(x) lokalt 3 N

N

minimum i 5. Det lokale minimum er 1.

Foralle x i R gelder f(x)21, s& f(x) harmini- '] —
mum i 5 og minimum (mindsteverdien) er 1. 0 T 5 s 7(1)

Figur 8¢
(8d) Definition af lokalt minimum

Hvis der for en funktion f(x) geelder at

f(x)= f(xy) foralle x ietinterval omkring x,,
siger man at

f(x) har lokalt minimum 1 x,
og at

det lokale minimum er tallet f(x,).

8.04 Ovelse
Vedr. figur 8c.

Angiv er tal x, og et interval omkring x, sd det for alle x i intervallet galder at

J(x) = f(x)-
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8.05 Lokale ekstrema

(8e) Definition

Ordet ekstremum er en fellesbetegnelse for maksimum og minimum. I flertal
hedder det ekstrema.

Figur 8f viser grafen for en funktion f(x). )
De lokale ekstrema kan angives sadan:

Der er lokalt maksimumi —/2 og
det lokale maksimum er 4+/2 +2.

Der er lokalt minimum i /2 og
det lokale minimum er —4+/2 +2.

(1)

Figur 8t

8.06 Ovelse
(a) Tegn grafen for en funktion f(x) der opfylder felgende:

f(x) er differentiabel i R
f'(=1)=0, men der er ikke lokalt ekstremum i x = —1
der er lokalt ekstremumi x =-7 ogi x=1.

(b) Angiv eventuelle lokale ekstrema for funktionen i ramme 7.12 .
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8.07 Bestemme lokale ekstrema

Opgaven

Vi vil bestemme de lokale ekstrema for funktionen
f(x) =%x3 +%x2 —-18x-90 .

For at kunne afgere 1 hvilke x-vardier der er lokale ekstrema, mé vi kende
monotoniforholdene for f(x). Derfor starter vi med at bestemme disse.

Besvarelse Her skal indfojes en redegorelse
Differentialkvotienten er for hvordan lesningerne —6 og 3

er bestemt.
F(x)=x>+3x-18 .

Lesningerne til ligningen f'(x)=0 er —6 og 3 .

Tallene —6 og 3 deler tallinjen op i tre intervaller. f'(x) har konstant fortegn i hvert
af disse da der i hvert af dem gaelder at f'(x) er kontinuert og forskellig fra 0. For hvert
interval bestemmes fortegnet:

f'=n=10, [f(0)=-18, f'(4)=10.
Vi kan slutte folgende:

X : -6

Y

S T W

|
f'(x) : + (I) - +
S T~
Da f(-6)=0 og f(3)=—%, fas

f(x) har lokalt maksimumi —6 og det lokale maksimum er 0

f(x) har lokalt minimumi 3 og det lokale minimum er —% .

8.08 Ovelse
4

Bestem lokale ekstrema for funktionen f(x)= 2x% — x4,
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8.09 Ovelse

Figur 8a iramme 8.01 er et billede af en interaktiv figur. Nar x traekkes gennem
vaerdierne fra 0,5 til 5,2 , s& kan man for hver verdi af x aflese verdien af f(x) pa

andenaksen.
(a) For hvor mange verdier af x vil f(x)=3 ?

(b) Hvisvii f(x)=a erstatter a med et bestemt tal, sa far vi en ligning vi kan lgse.

Vi vil velge tallet a sddan at den fremkomne ligning har preecis to lesninger.
Hvad kan vi sa fx sette a til?

8.10 Ovelse

(a) Iramme 8.07 er fandt vi frem til visse oplysninger om en funktion f(x).Benyt

disse oplysninger til at skitsere grafen. Der er ikke brug for at udregne flere
punkter pd grafen da den kun skal bruges som et hjelpemiddel til at besvare
spergsmal (b).

(b) For hvilke veerdier af @ har ligningen f(x)=a kun én lgsning?

8.11 Bestemme ekstremum med differentialregning

Vi vil bestemme minimum for funktionen
F(x)=0,50x>-039x+1,4, x>0.
Differentialkvotienten er
£'(x) =1,50x% - 0,39.

Da x>0, erlesningen til ligningen f'(x)=0 tallet

x = 039 = 0,50990--- = 0,51
1,50

f'(x) er kontinuert og har derfor konstant fortegn pa hver side af 0,51 . Da
f'(0,1)=-0,375 og f'()=1L11 fas:

x: 0 0,51

|
fl(x) - (l) +

SO T

Da £(0,50990--)) = 1,267--- ~ 1,3 fas af tallinjen:

Y

f(x) har minimum i 0,51 og minimum er 1,3
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8.12 Ovelse
Funktionen
F(x)=0,50x>-0,39x+1,4, x<0

har samme forskrift som funktionen i ramme 8.11 , men definitionsmangden er en
anden.

Brug differentialregning til at bestemme maksimum for f(x).

8.13 To typer ekstremumsopgaver

For en bestemt type figurer er rumfanget f(x), malti m?>, bestemt ved
f(x)=0,50x>-039x+1,4, x>0,

hvor x er figurens bredde, mélti m.

Funktionen f(x) blev behandlet i ramme 8.11.

Om de omtalte figurer kan man fx stille spergsmélet
(x)  Hvad skal bredden vere for at rumfanget bliver mindst muligt?

eller spargsmalet

(**)  Hvad er det mindst mulige rumfang?

Hvis spergsmélet er (x), er svaret 0,51 m , og det er ikke nedvendigt at udregne

£(0,50990--) .

Hvis spergsmélet er (xx), er svaret 1,3 m’

8.14 Ovelse

I en bestemt type konstruktion er der en sammenhaeng mellem storrelsen af et rors
overflade og dets afstand fra et andet ror. Antag at der er givet en regneforskrift for
afstanden f(x), mélt i cm, som funktion af overfladen x, malt i cm®.

Antag at konstruktionen er udfort s afstanden er den sterst mulige. Hvis man skal
bestemme overfladens storrelse, skal man sa
bestemme maksimum for f(x)

eller
bestemme det tal hvori f(x) har maksimum?
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8.15 Bestemme ekstrema pa grafregner (repetition)

Som bekendt kan maksimum og minimum bestemmes pa lommeregneren ved hjelp af
Math/Maximum og Math/Minimum.

Minimum for funktion kan bestemmes sadan:

- Fra grafskeerm veelges Math/Minimum

- Om ngdvendigt trykkes PilNed til marker stér pa rigtige graf

- Som svar pa "Lower Bound?" flyttes markaer il grafpunkt lidt til venstre for sggte grafpunkt (med pilrast eller ved at
taste x-koordinat) og der trykkes ENTER

- Pa tilsvarende made besvares "Upper Bound?"

- Sagte punkts koordinater fremkommer nederst pa skeermen

Besvarelse af spergsmalet (x+) i ramme 8.13

Forskriften for f(x) indtastes. P4 figuren er
skeermbilledet skitseret. Da grafen for et tredje-
gradspolynomium ikke kan have flere sving end
den viste del af grafen, og da vi kun ser pad x >0,
er y, det sogte tal. Ved hjelp af Math/Minimum

fds yg =1,2674--- , dvs. -1 -1

det mindste rumfang er 1,3 m? .

8.16 Ovelse

En haveejer har lavet et raftehegn hvor hgjden af en rafte, malt i meter, er givet ved
f(x)=-0,0416x> +0,208x> +1 , 0<x<5

hvor x er raftens afstand fra 14gen, malt i meter. Se figur 8h .

(a) Bestem den verdi af x hvori f(x) har maksimum, og forklar hvad du herved har
fundet ud af om raftehegnet.

(b) Bestem maksimum for f(x), og forklar hvad du herved har fundet ud af om

raftehegnet.
2r
5 mr X
°
E 06
o 1— 1
9
k<Y
s
0 1 2 3 4 5 6
Afstand fra 14ge i meter Figur 8h
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8.17 Ovelse
En funktion f(x) er givet ved

f) =1~k , x>0
hvor k er et positivt tal. Det oplyses at f(x) har minimum i 3.

Bestem £ .

8.18 Ovelse
En funktion f(x) er givet ved

F(x)=—x*+32x+k

hvor k er et reelt tal. Det oplyses at maksimum for f(x) er 50.

Bestem £ .
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9. Graensevardi

9.01 Oplaeg om graensevaerdi

2

I tabellen er vist veerdien af )ZC _; for forskellige vaerdier af x.
x_
X 0,60 | 090 | 098 | > 1 « | 1,02 | 1,10 | 1,40
2
Y 7X 1030 0,45 | 0,49 0,51 | 0,55 | 0,70
2x—-2

Som ovenstdende antyder, gaelder:

2
Vikan f§ =%

sa tet pa % det skal vare
2x-2

ved at vaelge x tetnok pa 1.

Derfor siger vi at

2
X —X

% er graensevaerdien af for x gaende mod 1 .
x —

Med symboler skrives grensevardien sddan:

2
X —X

lim .
x>l 2x-=2

Dette symbol betegner altsa tallet % .

9.02 Ovelse

xz—x

2x-2

I ramme 9.01 omtales storrelsen f(x) =

Det pastas at vi kan fa f(x) sa tet pa % det skal vaere, ved at vaelge x tet nok pa 1.

Antag at vi vil have at afstanden mellem f(x) og % skal vaere mindre end 0,0001.

Angiv et lille interval om 1 sa dette er opfyldt for alle x der ligger i intervallet og er
forskellig fra 1. (Du skal blot gatte intervallet ved at udregne f(x) for nogle tal x der

ligger teet pa 1).
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9.03 Definition af graenseveerdi

Lad f(x) veare en funktion, og lad a og x, veare tal.

Man siger at

a er grensevardien af f(x) for x gdende mod x,,
hvis
man kan f4 f(x) sé tet det skal vere pd a
ved kun at bruge tal x der ligger 1 et lille interval om x, og er forskellig fra x .

Denne grenseverdi betegnes lim  f(x) .
x—>x0

9.04 Ovelse
Udregn nogle funktionsverdier for funktionen
x? -4

x=2

sd du kan gette svar pa spergsméilene nedenfor.

f(x) =

(a) Hvad er grenseverdien af f(x) for x gdende mod 2 ?

(b) Angiv et interval om 2 sa det for alle x der ligger 1 intervallet og er forskellig fra
2, gelder at afstanden mellem f(x) og grenseveardien er mindre end 0,001 .

9.05 Ovelse

Figur 9a viser grafen for funktionen 2)
6.-
f(x)=2Vx . s s

(a) Bestem andenkoordinaterne til de to graf-
punkter hvis ferstekoordinater er 1 og 4.

(b) Bestem heldningskoefficienten for linjen
gennem disse to punkter. 27

Lad hk(x) betegne heldningskoefficienten for /o

2 3 4 5

linjen gennem grafpunktet med forstekoordinat 1 ! — (1)
og et andet grafpunkt med forstekoordinat x . 0 1 6
Tallet #k(4) er altsd det tal der er svaret pa (b). Figur 9a

(c) Beregn hk(Ll) , hk(1,01) og hk(0,999).

(d) Getud fra svarene i (c) grensevardien af sk(x) for x gidende mod 1. Se om dit
svar kan passe med figuren.
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9.06 Vilkarlig store veerdier: ingen graenseveerdi

I tabellen er vist veerdien af Lz for forskellige vaerdier af x .

X
X : -0,1 -0,01 | =0,001 |> 0 «| 0,001 0,01 0,1
1
— 100 10000 | 1000000 1000000 | 10000 100
X

Som ovenstaende antyder, gelder:

. : . R
Uanset hvilket tal a vi vaelger, sa kan vi fa — til at veere meget storre end a
X

ved at veelge x teet nok pa 0.

. . 1 .
Der er altsa ikke noget tal @ som er grensevaerdi for — for x gaende mod 0.
X

9.07 Ovelse

I ramme 9.06 omtales storrelsen f(x) = % . Angiv et interval om 0 sa det for alle x
X

der ligger i intervallet og er forskellig fra 0, gelder at f(x) > 1010 .

9.08 Ovelse
Figur 9b viser grafen for en funktion f(x). Lad 2)
4_..

hk(x) betegne haeldningskoefficienten for linjen
der gir gennem grafpunktet med forstekoordinat 2 —3—0
og et andet grafpunkt med ferstekoordinat x . - . f
(a) Bestem hk(3), hk(2,1) og hk(2,001). il
(b) Ser detud til at hk(x) har en grenseverdi | . (1)
for x gdende mod 2 ? (Begrund svaret). ;o1 2 3 45
_1--
Figur 9b
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9.09 Forskellig veerdi fra hejre og venstre: ingen
graenseveaerdi

e

I tabellen er vist verdien af — for forskellige vaerdier af x.

-0,5 -0,02 |> 0 «<| 0,02 0,5

X
‘\l)C2 .

X

-1 -1 1 1

Som ovenstdende antyder, gaelder:

N

Uanset hvor lille et x-interval om 0 vi begrenser os til, sa vil — bade antage

verdien —1 og verdien 1.

Der er altsé ikke noget tal a som er graenseverdi for for x gdende mod 0.

Va?
X

9.10 Ovelse

Figur 9c viser grafen for en funktion f(x). Lad 2)
hk(x) betegne haldningskoefficienten for linjen T
der gir gennem grafpunktet med forstekoordinat 2
og et andet grafpunkt med ferstekoordinat x .

(a) Bestem hk(3), hk(2,1) og hk(1,9).

N
\

w
|

(b) Ser detud til at hk(x) har en grenseverdi

for x gaende mod 2 ? (Begrund svaret). (1)
71 |0t 2 B 4

—

Figur 9c

Differentialregning Side 55 2006 Karsten Juul




9.11 Definition af "kontinuert"

Funktionsveerdi # graenseveerdi

Den funktion f(x) hvis graf er vist pd figur 9d,

er ikke kontinuert i 3 da grafen har et spring ved
grafpunktet med forstekoordinat 3.

Detsesat f(3) og lim f(x) erhhv. 5 og 4,
x—3

altsé forskellige.

Funktionsveerdi = graenseveerdi

Den funktion f(x) hvis graf er vist pd figur 9e,

er kontinuert i 3 da grafen ikke har et spring ved
grafpunktet med forstekoordinat 3.

Detsesat f(3) og lim3 f(x) beggeer 4,
X—>

alts3 ens.

(9f) Definition af "kontinuert"

En funktion f(x) siges at vaere kontinuert i et

tal x, hvis
Figur 9e
f(x) er defineret1 x; ,
f(x) har en grensevardi for x gdende mod x;, og
lim f(x) = f(x) .
X—)XO
9.12 Ovelse
Vedr. funktionen pd figur 9f. (2)

(a) Bestem hvert af folgende tal eller sig at
det ikke eksisterer.

FE3) L lim £
FED L Tim ()

A

/
W & U

)
'8
/

\J:

1
1

- (1
SO, m ), S5 a0t 2545 &)
f(3), limf(x) . Figur 9f
x—3
(b) T'hvilke tal er f(x) ikke kontinuert?
Differentialregning Side 56 2006 Karsten Juul




9.13 Beregning af greensevaerdi

Oplzaeg

Da

x?—x _ox(x-1)  x

2x—2  2(x—-1) 2

X

1
2

vil de to funktioner

2
X —X
x) = , x=#1
T =5
g(x) =1x

veaere ens for alle x undtagen 1.

Ifolge definitionen af grensevardi (se ramme 9.03) er greensevardien for x giende
mod 1 fastlagt ved funktionsvardierne i de x der er forskellig fra 1, sd da f(x) og

g(x) erens for disse x, mi
() limf(x) = limg(x) .
x—1 x—1

Da g(x) er et polynomium, er g(x) kontinuert, sa ifelge definitionen pé at vere
kontinuert (se ramme 9.11) er

(%) limg(x) = g(l) .

Da g(1)=7-1=1, fis af () og (+#) at

1.
2

lim f(x) = &

x—1

Metode
Hvis f(x)=g(x) for x # x;, og g(x) er kontinuerti x,, sder lim f(x) = g(xg) .

X—)XO

Eksempel
2 —

Vi vil finde grenseverdien af for x gaende mod —I.

x+1
Da

xF -1 (x+D(x-1) L
x+1 x+1

fis grensevaerdien ved at sette —1 ind for x i x—1, dvs. grensevardien er —2.
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9.14 Ovelse

Tegn 1 hvert sit koordinatsystem graferne for de to funktioner f(x) og g(x) som er
omtalt 1 opleegget gverst 1 ramme 9.13 .

9.15 Ovelse

Brug metoden fra ramme 9.13 til at beregne grensevardierne

x+3 . 4—x?
og lim .
2+3x x—=2 6-3x

lim
x—-3 X
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