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1. Hvad er en differentialligning?

la. Indledning til differentialligninger.

1b. Opleg
En plantes hgjde y vokser sadan at der pa ethvert tidspunkt t geelder at
hgjdes veeksthastighed = hgjde
Dette kan vi skrive med symboler sadan:
y' =y <« Her har vi opstillet en differentialligning.
Vi kan ogsé udtrykke dette ved at sige at i hvert punkt pa grafen er
tangentheeldning = y-koordinat

Ligningen y' =y er et eksempel pa en differentialligning. De fleste differentialligninger er mere indviklede.

1c. Sprogbrug
For funktionen f(x) =4e* gelder at f'(x)=4e*,sa
f (x) opfylder betingelsen y' =y for hvert x.
Dette udtrykker vi ved at sige at

f (X) eren lgsning til differentialligningen
eller at
f(x) tilfredsstiller differentialligningen

1d. Mange lgsninger
Vi ser at funktionen f (x) =—e* ogsa er en lgsning.

Vi ser at differentialligningen har mange lgsninger.

le. Skrivemader

Symbolet g_y betyder det samme som y'.
X

Differentialligningen
y' =y
kan ogsa skrives sadan:

dy _
dx

eller s&dan:

f/(x) = f(x) .

y

1f. Hvad er en differentialligning?

En ligning er en differentialligning hvis

den ubekendte er en funktion

0g
funktionens differentialkvotient indgar

En funktion er lgsning til en differentialligning hvis
funktionen opfylder differentialligningen for hvert x i funktionens definitionsmangde.
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2. Kontrol af lgsning til differentialligning

2a. Undersgg om funktion er lgsning til differentialligning.
Gar rede for at funktion er lgsning til differentialligning.
Eksempel 1.

o Forskriften forteeller at i hvert grafpunkt far man y-koordinat ved at
2bgave / oplafte x-koordinat til anden og laegge x-koordinat til resultatet.

Undersgg om funktionen f(x) =x2+x er en lgsning til differentialligningen

Ligningen kraever for hvert grafpunkt at nar
' 2
y'—2y=1-2x". | y-koordinat gange 2 treekkes fra tangentheeldning

skal det give samme tal som nar
Besvarelse x-koordinat i anden gange 2 treekkes fra 1.

Viindsatter f(x)=x2+x for y i y'—2y=1-2x*:

0C+x) —2(x*+x)=1-2x?
2X+1—(2x% + 2x) =1—2x?
2x+1-2x? —2x =1-2x?
1-2x% =1-2x?

Da dette er sandt, gelder: f er lgsning til differentialligningen y'—2y =1-2x° .

2b. Undersgg om funktion er lgsning til differentialligning.
Gar rede for at funktion er lgsning til differentialligning.
Eksempel 2.

Forskriften forteeller at i hvert grafpunkt far man y-koordinat
Opgave / ved at indseette x-koordinat i forskrift og regne ud.

Undersgg om funktionen f(x) =x?-Inx+x er en lgsning til differentialligningen

d 2 Ligningen kraever for hvert grafpunkt at
oy _ 2y +x-1. —] tangenthaeldning

skal veere det tal man far nar man
Besvarelse indseetter x-koordinat og y-koordinat i hgjre side og regner ud
dy 2y

Viindsaetter f(x)=x%Inx+x for y i il St

2,
2(x“-In X+ x) x
X
2X(x-Inx +1) ey
X
2% Inx+x+1=2(x-Inx+1)+x-1

(x?-Inx+Xx)' = -1

2x~|nx+x2~%+1= 1

2x-Inx+x+1=2x-Inx+2+x-1

2X-Inx+x+1=2x-Inx+x+1

Da dette er sandt, geelder: f er lgsning til differentialligningen % = 2_Xy +x-1.
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3. Bruge oplysningen 1 differentialligning

3a. Bestem tangenthealdning ud fra differentialligning.

Opoave En funktion f er lgsning til differentialligningen
dy 2 y Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt far vi
dx

tangenthaeldningen Q){ nar vi oplgfter x-koordinaten
. . til anden og traekker y-koordinaten fra resultatet.
Punktet (3,7) ligger pa grafen for f.
Bestem tangenthaldningen a i dette punkt.

Besvarelse |ethvert punkt (x,y) pa grafen for f er

% - x2-y hvor % er tangenthaeldningen i punktet.

[}

sa a=3-7 nar a er tangenthalningen i punktet (3,7) pa grafen,
dvs. a = 2.

Hvis der kun indgar ét af bogstaverne x og y, sa skal vi kun bruge et af tallene 3 og 7.

3b. Bestem y-koordinat ud fra differentialligning
nar tangenthaeldning er kendt. e tangenthaldning ikke kendt, sa se 4g.

Opoave En funktion f er lgsning til differentialligningen

Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt far vi
tangenthaeldningen 4 nar vi oplgfter x-koordinaten
til anden og treekker y-koordinaten fra resultatet.

Punktet (3,Yo) ligger pa grafen for f,
og tangenthaldningen i dette punkter 2.
Bestem y-koordinaten yo til dette punkt.

Besvarelse |ethvert punkt (x,y) pa grafen for f er

% = x% - y hvor % er tangenthaldningen i punktet.

o

sa 2 =32y, nar 2 er tangenthaelningen i punktet (3,yo) pa grafen,
dvs. Yo =7. Hvis ligningen f.eks. var %}g: 5-2y, sa skulle vi ikke bruge x-koordinaten 3.

3c. Bestem x-koordinat ud fra differentialligning
nar tangenthaeldning er kendt. ertangenthaldning ikke kendt, s& se 4h,

Opogave En funktion f er lgsning til differentialligningen
dy 2 y Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt far vi
dx

tangentheeldningen W nar vi oplgfter x-koordinaten
. . til anden og traekker y-koordinaten fra resultatet.
Punktet (Xo,7) ligger pa grafen for f,

og tangenthaldningen i dette punkter 2.

Bestem x-koordinaten Xo til dette punkt.

Besvarelse |ethvert punkt (x,y) pa grafen for f er

dy_ 2 d_y . .
dx_x y hvor ix er tangenthaldningen i punktet.

sa 2 = x02—7 nar 2 er tangenthalningen i punktet (xo,7) pa grafen,
dvs. X = 3.
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3d. Bestem ligning for tangent nar differentialligning er givet.

| en opgave star:

En funktion f er lgsning til differentialligningen
dy 2 Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt far vi
ax -y tangenthaeldningen Qf nar vi oplgfter x-koordinaten
til anden og traekker y-koordinaten fra resultatet.
Desuden er oplyst to af de tre tal a, x1 og y1 som indgar i ligningen
y=a-(x—x1) +yr for tangenten.

Find ligningen for tangenten.

METODE: Brug den relevante af metoderne fra ramme 3a, 3b og 3c il at finde det af tallene a, x1 og y1 som ikke er oplyst,
og st de tre tal ind i ligningen y = a-(x-x1) + y1 .

Hvis de oplyste tal er x1=3 og y:+ =7, sakan besvarelsen se sadan ud:
Besvarelse
For en lgsning til differentialligningen

dy .,
ax = 7Y
geelder at i punktet (x;,y;) =(3,7) er tangenthaeldningen
a= S—i =32-7 =2 (Vi har indsat 3 og 7 for x og y i hgjre side af %:xhy ).

Ligning for tangenti P(3,7):
y=a(Xx—x)+y
y=2(x-3)+7
y=2x+1

3e. Eksempel pa brug af oplysningen i differentialligningen.

Opgave
En funktion f er defineret for ethvert tal x og er lgsning til differentialligningen
d_y _2x+1 Ligningen forteeller at i ethvert grafpunkt er tangentheeldningen %’f det tal vi
dx y2+1 ' far ved at udregne hgjresiden efter at have indsat grafpunktets koordinater.

Gar rede for at f har et minimum.

Besvarelse
f er lgsning til differentialligningen d—yzy sa
dx y241
. o . 2x+1
i ethvert punkt (X,y) pa grafen for f er tangenthaldningen — L
yo+

Dette tal har samme fortegn som 2x+1 ,
for y2+1 er altid positivt da et tal i anden ikke kan vere negativt.

2x+1=0 harlgsningen x=-% .
For x=-1 er 2x+1=-1, ogfor x=0 er 2x+1=1.

Tangenthaldningen er altsa negativ for x < —% 0g positiv for —% <X ,sd

f er aftagende i intervallet x <~ og voksende i intervallet -2 <x.

Heraf fglger at f har minimum for x:—% .
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3f. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 1.

Opgave
Udviklingen i et dyrs vaegt kan beskrives ved differentialligningen

Ligningen forteeller at pa ethvert tidspunkt
mellem 0 og 9 geelder:

Nar veeksthastigheden %% lzegges sammen
med 0,028 gange vaegten, sa far man 16,2.

3—¥+0,028y=16,2 , 0<t<9

hvor t er tiden malt i uger, og y er dyrets veegt malt i gram.

Bestem vaksthastigheden pa det tidspunkt hvor dyrets vaegt er 180 gram.
Besvarelse med ligningsregel

For dyrets vaegt y (gram) som funktion af tiden t (uger) er % +0,028y=16,2 , 0<t<9
Vi indsatter 180 for y i differentialligningen:

d
d_?[/ +0,028-180 =16,2 Nar vi indseetter en konstant for y, sa skal vi bevare y i dy.

dy

— = 16.2-0.028- 180
dt

dy

—= 11.16

dt

Nar dyrets vaegt er 180 gram, er vaksthastigheden 11,2 gram pr. uge .
Besvarelse med solve

For dyrets vaegt y (gram) som funktion af tiden t (uger) er % +0,028y=16,2 , 0<t<9
Vi indsatter 180 for y i differentialligningen. Nar vi indszetter en konstant for y, sa skal vi bevare y i dy.

Nspire lgser ligningen %+0,028-180=16,2 mht. ((jj_)tl og far %:11,16 .
solve(ym+0.028+ 180=16.2,ym) » ym=11.16
Nar dyrets vaegt er 180 gram, er vaksthastigheden 11,2 gram pr. uge .

3g. Bestem vaksthastighed ud fra differentialligning. Eksempel 2.

Opgave
En plantes hgjde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen
@ ~0,026- 0’93t -h L'igningen fortaeller atvi fér vaeksthastighedena % nar vi udregner hgjre
side efter at have indsat tidspunkt og hgjde pa t's og h's pladser.
hvor h er hgjden malti mm, og t er tidspunktet malt i dagn.
Det oplyses at h(1) =3.

Bestem vaksthastigheden til tidspunktet t =1 .
Besvarelse

For plantes hgjde h (mm) som funktion af tiden t (dagn) er % =0,026-0,93"-h .

Vi indsatter 1 for t og 3 for h i differentialligningen:
%: 0.026+(0.93)1-3

dah = 0.07254

dt
Til tidspunktet t =1 er veeksthastigheden 0,073 mm pr. dggn .
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3h. Bestem stgrrelsen af y ud fra differentialligning
nar veeksthastigheden er kendt.  er veksthastighed ikke kendt, s se 4g.

Opogave

En plantes hgjde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen

dh igni 2 i dnar v -
un_ 0,026-0,93t -h Ligningen forteeller at vi far veeksthastigheden of har vi udregner hgjre

side efter at have indsat tidspunkt og hgjde pa t's og h's pladser.

hvor h er hgjden malti mm, og t er tidspunktet malt i degn.
Pa tidspunktet t =2 er hgjdens vaeksthastighed 0,10 mm pr. dagn.

Bestem hgjden til tidspunktet t =2 .
Besvarelse

Pa ethvert tidspunkt t (dggn) er

%=0,026-0,93t -h hvor h er hgjden i mm, og % er hgjdens veeksthastighed.

. dh : i [Huis ¢ ikke indgar | ligni :
. gariligningen, sa skal
Vi indseetter 2 for t og 0,10 for at i denne differentialligning: tallet 2 ikke bruges | udregningen.
010 =0,026-0,93%-h

) o . Vis hvordan ligningen lgses. Hvis den Igses ved
Vi lgser denne ligning mht. h og far omformning, kan det man skal ggre, veere meget
h = 4.44693 forskellig i forskellige opgaver af denne type.

Til tidspunktet t =2 er hgjden 4,4 mm .

31. Bestem tidspunktet ud fra differentialligning
nar veeksthastigheden er kendt.  er vaksthastighed ikke kendt, sé se 4.

Opaogave

En plantes hgjde er en funktion af tiden der opfylder differentialligningen

dh igni i 3 i dh nar vi i
un_ 0,026-0,93t -h Ligningen forteeller at vi far veeksthastigheden o har vi udregner hgjre

side efter at have indsat tidspunkt og hgjde pa t's og h's pladser.

hvor h er hgjden malti mm, og t er tidspunktet malt i degn.
Pa et tidspunktet er hgjden 5,2 mm og veeksthastigheden 0,11 mm pr. dagn.

Bestem dette tidspunkt t .
Besvarelse

Pa ethvert tidspunkt t (degn) er

%:0,026-0,93t -h hvor h er hgjden i mm, og (;—T er hgjdens veeksthastighed.

dh R
Vi indsatter 5,2 for h og 0,11 for — i denne differentialligning: | s /7 Ikke indgariligningen, sa skal

¢ dt tallet 5,2 ikke bruges i udregningen.
) 011= 0’0_26 093"-52 . Vis hvordan ligningen Igses. Hvis den |gses ved
Vi lgser denne ligning mht. t og far omformning, kan det man skal gare, veere meget
t=2.8424 forskelligt i forskellige opgaver af denne type.

Det er pa tidspunktet t=2,8 at hgjden er 5,2 mm og veeksthastigheden er 0,11 mm pr. degn.
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4. Bestemme lgsning til differentialligning

4a. Bestem lgsningerne til en differentialligning.

4b. Opgave Bestem forskrift for lgsningerne til differentialligningen y'=y-13 .

Besvarelse Nspire lgser ligningen y'=y—1,3 mht. funktionen y og far lgsningerne  y=c-e*+13 .

'— » ve=r1T. o . . . \
deSolve(y _«"_1'3‘”’) y=cl-e +1.3 ‘\| | kommandoen deSolve star de for differential equation.

Bemarkning | stedet for ¢ skriver Nspire cl eller c2 eller ¢3 osv.

4c. De enkelte lgsninger

| besvarelsen ovenfor fandt vi at lgsningerne til y'=y—-13 er y = C-e*+13.
Narvii y=c-e*+13 erstatter ¢ med et bestemt tal, far vi én af lgsningerne.

Hvis vi ved at y(2)=5, dvs. at punktet (2,5) ligger pa grafen, sa kan vi bestemme c .

Dette kan vi gere med metoden fra ramme 4d, men vi kan ogsa blot sette 2 og 5 ind for x og y i

y=c-e*+13 oglgse mht. c:

5-13
e2

Lasningen hvor y(2)=5, eraltsd y = 0,50-¢" +1,3. P4 tilsvarende made far vi:

5=c-e’+13 hvoraf c= =0,500741 .

Lasningen hvor y(2)=3, er vy =023.¢"+13.

4d. Bestem en Igsning til en differentialligning
nar én funktionsveerdi (ét grafpunkt) er givet.

Opoave En funktion h er lgsning til differentialligningen ? =0,25(h-x)
X

og grafen for h gar gennem punktet (2,1,6) . Bestem en forskrift for h.

Besvarelse Nspire bestemmer forskriften for den lgsning til Z—h =0,25(h-x) hvor h(2) =16 og far
- X
h(x) = —2,67-1,284* + x+ 4

’Samme bogstav‘ ’x for h‘

deSolve(i'=0.25- (1) and h(2)=1.6,x,1) » h=-2.66873- (1.28403) +x+4.
| stedet kunne vi have startet med at finde alle Igsninger (se 4b).
Derefter kunne vi have bestemt den af Iasningerne hvor h(2)=1,6 (se 4c).
Maske skal du selv isolere y og/eller x .
. . 3
Her har deSolve ikke isoleret y: deSolve(y'=y and }J(l)zz,xy) "o

1

=x-1

-1 1 -1 1
=x—1 Ly) - y=2 and =0 or y="2: and =0
8

- 2 . 1
Vi far solve til at ggre det: solve|—-
8 “x—0 g x-9 g x-9 g x—9

2-}12
solve har ikke isoleret x i uligheden der angiver lgsningens definitionsmeangde.

o . 9
Vi far solve til at gare det: solve( éOJx) -x<§

8 x—-9
Differentialligningen stammer fra en opgave hvor x og y er positive, sa lgsningen er:

-1 9
, D=x<—
8 x—9 8

y:2.
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4e. Lgs differentialligning nar to grafpunkter er givet.

Opogave En funktion p er lgsning til differentialligningen Z—?zk— p .
Det oplysesatnar t=0 erp=2,o0gatnart=1er p=15 .
Bestem en forskrift for p. BEMARK: | deSolve bruger vi kun det ene af de to oplyste grafpunkter.
Besvarelse Nar vi har fundet forskriften, bruger vi det andet punkt til at bestemme k.
. . . ., d 2
Nspire bestemmer en forskrift for den lgsning p til d—f =k—-p hvor p(0)=2, og far

pt)=(2-k)-e'+k
Da p(1)=15, er (2-k)-et+k=15.
Nspire lgser ligningen (2—k)-e*+k =15 mht. k og far k =1,21 .

Den sagte forskrift er altsd p(t) =(2—121)-e'+121 , dvs. Brug to forskellige punkter
p(t) = 0,79-e7'+1,21 . 0.2) og (1,15 .
l l -1 _1
deSolvelp'=kp and pl0}=2,tp) » p=2 K- +k solve((z—k)-e +k:1.5,kJ > k=1.20901

4f. Maske skal du selv indse at du skal lgse differentialligningen.

Opgave Udviklingen i en vaeskes temperatur beskrives ved differentialligningen

d_p =k-p Der stér ikke at du skal lgse differentialligningen, men du
dt ' er ngdt til det da du skal bruge forskriften til at finde k.

hvor p er temperatur i °C. Tiden t males i minutter. Til tidspunktet t=0 er temperaturen 2 °C.
Efter 1 minut er temperaturen 1,5 °C. Bestem konstanten k.

Besvarelse Nspire bestemmer en forskrift for den lgsning p til (;—p =k-p hvor p(0)=2, ogfar
p(t)=(2-k)-e " +k '
Da p(l)=15, er (2—k)-e1+k=15 . deSolvelp=k—p and pl0)=2,1p) » p-2—K- e "~k
Nspire lgser ligningen (2—k)-e™+k =15 mht. k og far k =1,21 . solve((Z*k)- eil+k:1.5,kJ » k=1.20901

49. Bestem y-koordinat (sterrelse) ud fra differentialligning
nar tangenthaldning (veeksthastighed) IKKE er kendt.

Er tangenthaeldning kendt, sa se 3b og 3h.

Opgave En funktion h er lgsning til differentialligningen ? =0,25(h-x)
X

og grafen for h gar gennem punktet (2,1,6) .
Bestem y-koordinaten til det punkt pa h-grafen hvis x-koordinat er 3.
Besvarelse Bestem forskriften for h med metoden fra 4d. Brug sa forskriften til at finde svaret.

4h. Bestem x-koordinat (tidspunkt) ud fra differentialligning
nar tangenthaldning (veeksthastighed) IKKE er kendt.

Er tangentheeldning kendt, sa se 3c og 3i.

. e e dh
Opoave En funktion h er lgsning til differentialligningen ™ =0,25(h-x)
og grafen for h gar gennem punktet (2,1,6) .
Bestem x-koordinaterne til de punkter pa h-grafen hvis y-koordinat er 1,2.
Besvarelse Bestem forskriften for h med metoden fra 4d. Brug sa forskriften til at finde svaret.
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5. Opstille differentialligning.

5a. Proportional
Hvad betyder ordene proportional og proportionalitetskonstant ?

Det forklarer vi med nedenstaende eksempler.

Eksempel: For en bestemt plantes blade geelder:

og proportionalitetskonstant er 5 . gere med differentialligninger.

| denne ramme repeteres begrebet "proportional”.
Grunden hertil er at der i flere af de fglgende
rammer er valgt et eksempel hvor ordet indgar.
leengde er proportional med bredde Begrebet proportional har ikke i sig selv noget at

Dette betyder: nar man ganger bredde med 5, sa far man laengde.
Dvs. hvis bredde b er 3, sderlengde | lig 5-3 altsa 15. Uanset hvad b er, saer
I=5b.

Eksempel: For nogle figurer geelder:
hgjde h er proportional med diameter d .
Dvs. h=c.d
hvor ¢ er samme tal uanset hvilket tal der indseettes for d .
Konstanten ¢ er proportionalitetskonstanten .

5b. Opgave
For en fuglesygdom geelder i en periode at
Veksthastigheden for antal syge er proportional med antal syge.
Opstil en differentialligning der beskriver udviklingen i antal syge.

Besvarelse
y = antal syge efter t dage.

Saer y' = vaeksthastigheden for antal syge
Udviklingen kan beskrives ved differentialligningen
y'=ky, hvor k eren konstant.
Bemarkning
Vi kunne ogsa have skrevet differentialligningen sadan:

dy _
dt ~

Vi kunne have brugt et andet bogstav end y. Hvis S = antal syge:

S'=k-S eller ‘é—f: k-S, hvor k eren konstant.

Hvis f(t) = antal syge:
f'(t) = k-f(t), hvor k eren konstant.

k-y, hvor k er en konstant.

5c. Opgave
For en funktion f geelder om grafen at
tangenthaeldning er proportional med rgringspunkts y-koordinat.
Proportionalitetskonstanten er 0,2 .
Opstil en differentialligning der har f som lgsning.

Besvarelse
I punkt med y-koordinat f (x) er tangentheldning f'(x) .

For f-graf er oplyst at
tangenthaeldning er proportional med rgringspunkts y-koordinat,
og proportionalitetskonstant er 0,2 .

sa f er lgsning til differentialligningen

f'(x) =0,2-f(x) .
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5d. Opgave

f (t) er graftens leengde (meter) efter t arbejdstimer.

Langden vokser med hastigheden 1,6 meter pr. arbejdstime.

Opstil en differentialligning der beskriver udviklingen i graftens lzengde.
Besvarelse

f (t) er graftens lengde (meter) efter t arbejdstimer.

Laengden vokser med hastigheden 1,6 meter pr. arbejdstime.
Veaksthastigheden er f'(t), sa

f'(t)=16.
Denne differentialligning beskriver udviklingen i grgftens leengde.

5e. Opgave

| et omrade geelder at nar man ser bort fra indvandringen, s& vokser antal indbyggere med en hastighed
der er proportional med antallet af indbyggere. Indvandringen sker med en hastighed pa 1400 pr. ar.

Opstil en differentialligning der beskriver udviklingen i befolkningstallet.
Besvarelse

y = antal indbyggere. Sa ery' = vaeksthastigheden for antal indbyggere.
Bortset fra indvandring, vokser antal indbyggere med en hastighed der er proportional med antal
indbyggere. Indvandring sker med hastigheden 1400 pr. ar. Sa
Udviklingen i befolkningstallet kan derfor beskrives med differentilligningen
y' =c-y +1400, hvor c er en konstant.

5f. Opgave

Pa en skarm er et stort kvadrat med areal 500 . Inden i det store kvadrat er et lille kvadrat med siden s.
Den hastighed hvormed det lille kvadrats side vokser pa tidspunktet t, er proportional med forskellen
pa det store kvadrats areal og det lille kvadrats areal. Proportionalitetskonstanten er 0,00792 .

Opstil en differentialligning der har s(t) som lgsning.
Besvarelse

s = lille kvadrats side 500—.'32 = forskel pa stort og lille kvadrats areal
s' = hastighed hvormed s vokser

Jeg har brugt farver til at pege pa
s er proportional med forskel, dvs. s’ er kostant forskel . det der er det samme. Du skal
_ ikke bruge farver til eksamen.
Konstanten er 0,00792 | sa s = 0,007492 (500-57) .

Til eksamen skal du
kun skrive én af de
tre ligninger.

5'=0,00792 - (500-s2) eller s'(t)=0,00792 - (500-s(})) eller §:0,oo792 - (500-57) —
I

Differertialligningen som har s(t) som lgsning, kan skrives pa flere mader, f.eks.
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6. Logistisk differentialligning

6a. EkSpOﬂGﬂtiG' vaekst. Eksponentiel vaekst er IKKE et eksempel pa logistisk vaekst!

Eksempel: En population vokser ofte eksponentielt, dvs. sadan at

nar antal individer y er starre, sa kommer der tilsvarende flere unger,
Sa er veksthastigheden y' proportional med antallety, dvs. y' = k-y.

Generelt: Enstgrrelse y kan andres sadan at

)

Med symboler kan dette skrives sadan:

2y =ky

Lasningerne til differentialligningen (2) er funktionerne

©)

y(x) = ce

kx

( 

BEVIS for dette star i 7b.

Den rgde graf viser udviklingen i antal dyr for en population

der opfylder (1).

y'= heeldningskoefficient = veeksthastighed .

starrelsens veeksthastighed er proportional med starrelsen.

antal dyr /

uger

2
Skeermbillede fra TI-Nspire

Pa K's plads i denne forskrift skal sta det tal der
star pa K's plads i differentialligningen. Uanset
hvilket tal vi skriver pa c's plads, sa far vi en
lgsning. Der er altsé uendelig mange lgsninger.

Ligningen (2) er et eksempel pa en differentialligning, dvs.
den ubekendte er en funktion, og
funktionens differentialkvotient indgar.

En funktionen er en lgsning til differentialligningen hvis den
opfylder ligningen for hvert x i sin definitionsmangde.

6b. Logistisk vakst.

Eksempel: Nar en population bliver starre, vil veeksthastighed ofte blive mindre fordi der er mindre plads.

Generelt: Den logistiske ligning (= logistiske differentialligning) er fglgende:

)y =k-y-(My) , k>0, M>0.
For 0<y<M er lgsningerne
M Nar vi udskifter ¢ med
©) Y= ——wr » €>0. Jletnyttal, farvien ny
1+ce lgsning.

Ligningen (4) udtrykker at

Starrelsens veeksthastighed er proportional med
stgrrelsen og med stgrrelsens afstand til M .

Den rgde graf viser udviklingen i antal dyr for en population

der opfylder (4).

y"= heldningskoefficient = veeksthastighed .

Nar en starrelse y hvor 0<y<M, vokser sadan at

y' = k-y-(My) ,

sa gelder:

k>0, M>0,

(7) Den gvre grense for stgrrelsener y=M .

(8) Veksthastighed er sterst nar starrelsen er y = % ;

Tallet M kaldes beareevnen .

Pa figurener M =

300.

300

100

antal dwr

heldk=5, 6//If_

heldi=16.1

uger

300

150+

Skaermbillede fra TI-Nspire

antal dyr

uger

Skeermbillede fra TI-Nspire
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6¢. Bestem forskrift for starrelsen.

Opogave Etdyrs vaeegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen
dm

o =0,0015-m-(260—m) .
Til tiden t = 0 er vaegten 20 gram.
Bestem en forskrift for m.

Besvarelse med Nspire

Nspire bestemmer forskrift for den lgsning m til differentialligningen :—T =0,0015-m-(260—-m) hvor

~ . 260-1,47698"
m(0) =20 og far m(t) = :]_’47698t +12 deSolve(m'=0.0015- me (260—m) and m(0)=20,f,m) > m=

Besvarelse med formel (1.47698)f+12.

260.+ (1.—17698)t

m er lgsning til differentialligningen %—Tz0,00lS-m-(ZGO—m) og m(0) =20.

- — . M
Den logistiske ligning y' = k-y-(M-y) har lgsningerne y = — T
1+ce "Mt
. 260
Herer k=0,0015 , M=260 og kM =0,39 sa m(t) = ——3e1 -
l+ce 7
260 . 260 o 260
Da m(0)=20,er 20= ——————— sa 1+c=—— dvs. c=12,5a mt)=————— .
© 1+ce 0390 20 0= 1o 05
Bemarkning
-0,39:t 20,39t
2600 vt 2600639t 039t 26(? 3§t og et = (e0%)" ~ 147698"
1+12.e°7 (1+12.e77). e e +12

6d. Bestem gvre graense for stgrrelsen.

Opgave Etdyrs vaegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen
(Z—rtn =0,0015-m-(260—m) .

Bestem den gvre granse for vaegten.

Besvarelse Et dyrs veegt m (gram) som funktion af tiden t (dggn) opfylder differentialligningen
Z—T =0,0015-m-(260—m) .

For en lgsning til den logistiske ligning y' = k-y-(M-y) har y-veerdien den gvre greense M.

Her er M =260, sa den gvre graense for vaegten er 260 gram .

6e. Bestem starrelsen nar vaeksthastigheden er starst.

Opgave Etdyrs vaegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen

‘Z—T —0,0015-m-(260—m) .

Bestem veegten pa det tidspunkt hvor veeksthastigheden er starst.

Besvarelse Et dyrs veegt m (gram) som funktion af tiden t (dggn) opfylder differentialligningen

%—T —0,0015-m-(260—m) .

For en lgsning til den logistiske ligning y' = k -y-(M-y) er veksthastigheden sterst nar yz%

Her er M _260

5 5 =130, sa veeksthastigheden er stgrst nar vaegten er 130 gram .
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6f. Bestem tidspunktet hvor vaksthastigheden er starst.

Opogave Etdyrs vaeegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen

‘ZT —~0,0015-m-(260—m) .

Til tiden t = 0 er vaegten 20 gram.
Bestem det tidspunkt hvor vaeksthastigheden er starst.

Besvarelse Etdyrs veegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen

M 5,0015-m-(260—m) ogtil t=0 er m=20.

dt
dm
Nspire bestemmer f(t)rskrlft for den lgsning m til o =0,0015-m-(260-m) hvor m(0) = 20 og far
260-1,47698 !
mt)=—————— deSolve(m =0.0015+ m- (260—m) and m( )=20,I,m) > m=w

147698 +12 ¢
(1.47698) +12.

For en lgsning til den logistiske ligning y* = k- y-(M-y) er vaksthastigheden starst nar y=-—-

Her er %:2—2%130.
: .y 260-1,47698"
Nspire lgser ligningen 130 = ——————

mht. t og far t=6,37156.

1,47698" +12 t
. . 260.- (1.47698) i
Vaksthastigheden er storst til tiden 6,4 degn . solve 130=—I,f » 1=6.37156
(1.47698) +12.
6g. Tegn graf.
Opgave Etdyrs vaegt m (gram) som funktion af tiden t (degn) opfylder differentialligningen
‘ZT —~0,0015-m-(260—m) .
Til tiden t = 0 er vaegten 20 gram.
Tegn grafen for m.
Besvarelse Et dyrs veegt m (gram) som funktion af tiden t (dggn) opfylder differentialligningen
ZT =0,0015-m-(260—m) ogtil t=0 er m=20.
dm
Nspire bestemmer forskrlft for den lgsning m til T =0,0015-m-(260—m) hvor m(0) = 20 og far
260-1,47698" t
mt)= ————— deSolve(m =0.0015- m- (260—m) and m( ):20,I,m) v m:w

1,47698' +12 P
(1.47698) +12.

Nspire tegner grafen ud fra denne forskrift. Se figuren.

Avegti gram

1444y 93.25 §y ‘f 457 578y

/ -

. - ;
/ - |
: 1 x ,/ 50

aig'er T lsh  de13s

i

dogn

..............

-13.44 5.82 -1 14.18 -402.38 T

Dur ikke. Dur ikke. For darlig. Mangelfuld. OK.
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7. Beviser

7a. Hjeelpesetning: (ekx)' = kek

Bevis:  For e* er den ydre funktion e’ ), og den indre er kx.
Differentialkvotienten af den ydre er el ), og differentialkvotienten af den indre er k .
Differentialkvotienten af e** er ydre differentieret (taget i indre) gange indre differentieret:

(e"x)' = e.k = ke**. Hermed har vi bevist hjzlpesatningen.

7b. Seetning
Lasningerne til differentialligningen

(1) y =ky

er funktionerne Pa K's plads i denne forskrift skal sta det tal der star pa k's plads i differentialligningen.
(2)  yx = cekX Uanset hvilket tal vi skriver pa c's plads, sa far vi en lgsning. Der er altsa uendelig mange lgsninger.

Farste del af beviset: Vi beviser at hvis en funktion er lgsning til (1), sa er den af typen (2).
Anden del af beviset: Vi beviser at alle funktioner af typen (2) er lgsninger til (1).

Begrundelsen for at vi differentierer udtrykket i parentesen,
er at det viser sig at vi sa far noget vi kan bruge.

r egenskaben (1) (dvs. er lgsning til denne ligning) er

1. del af beviset for seetningen
Hvis en funktion y(x)

(y-e‘kx)' = y.e 4 y-(—ke"‘x) regel for at differentiere produkt
= ky-e®* 4+ y-(—ke‘kx) da vi forudsatte (1)
= 0
Da y-e¥* differentieret giver 0, ma y-e* vere lig en konstant:
y_e—kx —c
Vi ganger begge denne lignings sider med ek og far
y = Cekx da e7kx_ekx _ e7kx+kx — e0 =1 .

dvs. funktionen er af typen (2).
2. del af beviset for satningen
En vilkarlig funktion cek* af typen (2) indsaetter vi for y iligningen y = ky og far
(cekx)’ = kcek*

Venstre side af ligningen giver ckek*, dvs. ligningen passer, sa

funktionen ce** har egenskaben (1) (dvs. er lgsning til denne ligning).
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