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Indledning om lodrette asymptoter

Lad f veare funktionen bestemt ved
1
f(x)=——+1, x=#2.
x-2

Vi udregner funktionsvardierne i nogle x-vardier der er lidt storre end 2:
f(2,5=3, f@2n=11, f(2,01)=101.

Det ses at funktionsvardierne bliver store, nar x narmer sig 2 fra hejre. Man kan
vise at

det er muligt at f4 funktionsvardierne sa store det skal vare ved at vaelge x
tilstreekkelig taet pa 2 til hejre for 2.

Dette skrives sadan:
(1)  f(x)—> o for x—>2".
Dette symbol laeses sadan:

f(x) gar mod uendelig for x gdende mod 2 fra hejre.

Grafen for f er vist pa figur 1. Et uendelig langt stykke af den del af grafen der

svarer til x-vardier storre end 2, er nesten sammenfaldende med den lodrette linje
[ der bestar af alle punkter med forstekoordinat 2. Sddan mé det vaere nér (1) gel-
der, s nér (1) geelder siger man at

linjen med ligningen x = 2 er asymptote til grafen for 1.

Pé figur 2 er asymptoten /: x =2 tegnet.
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Man kan vise at der ogsa geelder
f(x) > —oo for x > 2.

Heraf folger at der ogsa er et uendelig langt stykke af grafen til venstre for / som
er nesten sammenfaldende med /. Der er altsé to grunde til at / er asymptote til
grafen for f .

Indledning om vandrette asymptoter

Lad stadig f vere funktionen bestemt ved
1
f(x)=——=+1, x=#2.
x=2
Vi udregner funktionsvardierne i nogle store x-vardier:
fA2)=15, f(102)=155, f(1002) =1z
Det ses at funktionsvaerdierne kommer tet pd 1, nir x bliver stor. Man kan vise at

det er muligt at fa funktionsverdierne sé tet det skal veere pa 1 ved at
vaelge x tilstraekkelig stor.

Dette skrives sadan:
2) f(x)—>1 for x > .

Dette symbol leses sadan:

f(x) garmod 1 for x gdende mod uendelig.

Grafen for f er vist pa figur 1. Et uendelig langt stykke af den hejre del af grafen

er nesten sammenfaldende med den vandrette linje m der bestér af alle punkter
med andenkoordinat 1. Sddan ma det vere nar (2) gelder, sa nér (2) gelder, siger
man at

linjen med ligningen y =1 er asymptote til grafen for f .
Pé figur 2 er asymptoten m: y =1 tegnet.
Man kan vise at der ogsé galder

f(x)>1 for x > —o0.

Heraf folger at der ogsa er et uendelig langt stykke af den venstre del af grafen
som er nesten sammenfaldende med m . Der er altsa to grunde til at m er asymp-
tote til grafen for f.
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Definition af lodret- og vandret asymptote

Pé de foregiende sider bruges udtrykket at en uendelig lang del af grafen "er naes-
ten sammenfaldende med” en linje. Da dette udtryk kan betyde meget forskelligt,
bruger vi i stedet formuleringer som (1) og (2) til at forklare hvad der menes nar
man siger at en linje er lodret eller vandret asymptote til grafen for en funktion.

Definition af lodret asymptote

En lodret linje / med ligningen
[: x=k

hvor k er en konstant, er asymptote til grafen for en funktion f°, netop hvis
mindst én af folgende fire pastande gaelder:

f(x) > for x > k™
f(x) > -0 for x > k*
f(x) > o for x >k

f(x) > —o for x >k~

Definition af vandret asymptote
En vandret linje / med ligningen
l[: y=k
hvor k er en konstant, er asymptote til grafen for en funktion f°, netop hvis
mindst én af folgende to pdstande gelder:

f(x) >k for x > o0

f(x) >k for x > —©
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Figur 3 viser grafen for en funktion f som opfylder at

f(x)>11 for x > 3"
Den lodrette linje med ligningen x =3 er ikke asymptote til grafen for f .

Hvis denne linje skulle vaere asymptote, sa skulle én eller flere af folgende fire
pastande gaelde:

f(x) > o for x >3
f(x) > -0 for x >3"
f(x) > o for x >3~

f(x) > —o for x >3~

Figur 3: Grafen har ikke en lodret
asymptote.

Asymptoter for nogle elementare funktioner

De naste fire afsnit drejer sig om hver sin type funktioner. For hver af typerne
beskrives grafernes asymptotiske forleb.
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Asymptoter for ——
ymp ax+b
Satning 1
. k
Lad f vere en funktion af typen f(x)= P hvor k#0 og a#0.
ax +

e Der gelder

f(x) >0 for x > to0
sé
linjen med ligningen y =0 er vandret asymptote til grafen for f .

e Hvis p er nevnerens nulpunkt, gelder

f(x) gér mod « eller —oo for x gaende mod p fra hejre og
f(x) gérmod o eller —o for x gdende mod p fra venstre

sa

linjen med ligningen x = p er lodret asymptote til grafen for 1.

Figur 4 viser grafen for funktionen
-5
8x+24

fx) =

Af forste del af s@tning 1 fis:

For x gdende mod « og for x ga-
ende mod —o vil f(x) ga mod 0.

Linjen med ligningen y =0 er
asymptote til grafen for f .

Da navnerens nulpunkt er —3, fas af
anden del af setning 1:

For x gidende mod -3, vil | f (x)|

gd mod .

Linjen med ligningen x = -3 er
asymptote til grafen for f .
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Asymptoter for eksponentialfunktioner

Satning 2

For en voksende eksponentialfunktion

f(x)=a*=e® , a>1o0g k>0
galder
f(x) >0 for x > —o0

For en aftagende eksponentialfunktion

X)=a*=e ™ | 0<a<log k>0
f(x) g
geelder

f(x) >0 for x >

Altséd gaelder for alle eksponentialfunktioner at

linjen med ligningen y = 0 er vandret asymptote til grafen for f .

Forskriften for en eksponentialfunktion kan altid omskrives sadan:

125" = (eln(l,zs)yf _ (60,223)Y _ 0223

Enhver af formerne 1,25° og ¢%?*3* forekommer ofte.

Figur 5 viser graferne for funktion-

€rne

f(x) — 1’25)6 — 60,223)(
g(x) — 0,8x — e—0,223x

h(x) — 094)6 — e—0,916x

Af setning 2 fas:

Den voksende eksponentialfunktion f(x) gar mod O for x gaende mod

— oo, og de aftagende eksponentialfunktioner g(x) og /4(x) gar mod O for
x gaende mod .

For alle tre funktioner gelder at

linjen med ligningen y = 0 er vandret asymptote til grafen.
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Asymptoter for logaritmefunktioner

Satning 3

Der geelder
logx = -0 for x > 07
Inx — —o0 for x >0
sa
Linjen med ligningen x =0 er lodret asymptote til grafen for log.

Linjen med ligningen x = 0 er lodret asymptote til grafen for In.

Figur 6 viser grafen for funktionen Inx.
Af setning 3 fas:
For x gdende mod 0 fra hgjre gar Inx mod — .

Linjen med ligningen x = 0 er asymptote til grafen.
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Asymptoter for potensfunktioner

Satning 4

For en potensfunktion med negativ eksponent

3) f(x)zx_”z%, a>0
X

galder
f(x) >0 for x >

f(x) >0 for x >0"
sa
linjen med ligningen y =0 er vandret asymptote til grafen for 1.

linjen med ligningen x =0 er lodret asymptote til grafen for f .

Hvis a er et helt tal, er (3) ogsa defineret for negative x . Sa gelder

f(x) >0 for x > —0

f(x) > for x >0 hvis a er lige.
f(x) > —o for x >0 hvis a er ulige.
P4 figur 7 er vist grafen for 2
|
_ 1
S =20 ==
x1.6

Da eksponenten ikke er et helt tal, er
definitionsmengden kun de positive
tal.

= (1)

Figur7
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P& figur 8 er vist grafen for
3 1
f(x)=x"= — -
X

Da eksponenten er ulige, gelder
ifolge setning 4 at

f(x) > -0 for x>0

Pa figur 9 er vist grafen for

_.2_ 1
f(x)=x -

Da eksponenten er lige, gelder ifolge

setning 4 at

f(x) > o for x>0

Asymptoter udg. 1b
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Asymptoter for k-f{x) og for f(x)+k

Saetning 5

e For x gidende mod oo eller —oo galder at

hvis  f(x) garmod 0 vil k- f(x) gdmod O ,

sa hvis linjen med ligningen y = 0 er asymptote til grafen for /', s er den

ogsé asymptote til grafen for k- f .

e For x giende mod et tal p fra hejre eller fra venstre geelder at

hvis  f(x) gir mod « eller —

vil k-f(x) ga mod oo eller —oo

s hvis linjen med ligningen x = p er asymptote til grafen for f, sa er

den ogsé asymptote til grafen for k- f .

Pa figur 10 er vist grafen for en funk- 2)
tion f, hvor 4 I
f(x)—>0 for x >
0g
f(x) > oo for x > 27,
Desuden er vist grafen for funktionen
3-f . Af setning 5 folger at
3f(x) >0 for x > o0
og 1

3f

3-f(x) > oo for x >27". t

Figur 10
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Satning 6

e For x gdende mod oo eller —oo gaelder at
hvis  f(x) girmod 0 vil f(x)+k gdmod k ,

sa hvis linjen med ligningen y =0 er asymptote til grafen for [, sd er
linjen med ligningen y =k er asymptote til grafen for f(x)+k .

e For x gdende mod et tal p fra hejre eller fra venstre gelder at
hvis  f(x) gér mod o« eller —
vil f(x)+k gdmod « eller — oo
s hvis linjen med ligningen x = p er asymptote til grafen for £, sa er
den ogsa asymptote til grafen for f(x)+k .

Pa figur 11 er vist grafen for en funk- )
tion f, hvor {

f(x) >0 for x > »®
0g
f(x) > oo for x - 27,

Desuden er vist grafen for funktionen

f +3. Af setning 6 folger at Sft3
f(x)+3 >3 for x > T
og 1|/ t {1
f(x)+3 >0 for x > 2", 1 1)
Figur 11
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Eksempler pa lesning af opgaver om asymptoter

Opgave 1:
Bestem en ligning for den vandrette asymptote til grafen for funktionen f nér
f(x)=14"-2.

Besvarelse:
Da
1,4" er pa formen a”,
geelder at
grafen for 1,4" har asymptoten y =0,
sa da
f(x) fremkommer ved at treekke 2 fra 1,4",
fas:

Linjen med ligningen y = -2 er asymptote til grafen for f* .

Opgave 2:
En funktion f er bestemt ved

f(x)=%+1.

X —

Bestem en ligning for hver af asymptoterne til grafen for f .

Besvarelse:
Da
er pa formen og navnerens nulpunkt er 2,
x=2 ax+b
geelder at
grafen for har asymptoterne y =0 og x=2.
Da det desuden gelder at

f(x) fas ved at legge 1 til

x=2"
kan sluttes at

linjerne med ligningerne y =1 og x =2 er asymptoter til grafen for 1 .
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Opgave 3:
En funktion f* er bestemt ved

@) =23+74-¢7%12 | 1>0.

Bestem en ligning for asymptoten til grafen for f ', og skitsér grafen for f .

Besvarelse:
Da

e 127 50 for t > o
vil

f(t) > 23 for t > .
sa
linjen med ligningen y =23 er asymptote til grafen for f .

Grafen for f er skitseret pa figur 13.
2)
N

97+

t = (1)
Figur 13

Opgave 4 (A-niveau):

En funktion f* er bestemt ved f(x)= 2 .
l+e™
Bestem lim f(x).
X—>0
Besvarelse:

2
l+z

Da e*—0for x—>wo og —2 for z—0,

X—>0

er lim f(x)=2 .
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Pracisering

Lad f veare funktionen bestemt ved

f=1
X

Vi vil nu pracisere hvad man mener nar man kommer med en pastand som fx

4) f(x)—>0 for x > .

Med den sprogbrug der blev benyttet i begyndelsen af disse noter, kan man for-
klare hvad der menes med (4), ved at sige

Det er muligt at fa funktionsvardierne sa tet det skal vare pa 0
ved at vaelge x tilstraekkelig stor.

I det folgende vil vi pracisere hvordan dette skal forstas.

Vi kan finde et tal x hvis funktionsverdi ! er mindre 0,0017 . Vi kan fx bruge
X

tallet x =1000. Sa er funktionsvardien nemlig ﬁ =0,001.

Det ses at uanset hvor lille et tal € vi vaelger 1 stedet for 0,0017, sa kan vi altid

) ) 1 ) ) .
finde et tal x hvis funktionsveerdi — er mindre end €. Men dette er ikke nok til at
X

(4) er opfyldt — der kreeves noget mere. Det er altsa ikke nok at vi til ethvert lille

positivt tal € kan finde et positivt tal x hvis funktionsveerdi — er mindre end €.
X

For at (4) er opfyldt, skal folgende geelde:

For ethvert positivt tal ¢ findes et tal k£ sa der gaelder:
)

) N
For alle tal x sterre end &k er funktionsvaerdien — mindre end €.
X

Vi vil nu bevise at (5) geelder:

Lad & veare et vilkarligt positivt tal. Vi vil vise at tallet 1 kan bruges som k. Vi
€

skal altsé vise at

) 1 .
hvis x>—, sder £€>— .
€ X

Men dette gelder da den anden ulighed fis nar man i forste ulighed ganger begge

. .. €
sider med det positive tal —.
X
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